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Introduction

Motivation

Dans un grand nombre d’applications modernes, on est amené a estimer I’état initial (ou
final) d’un systéme infini-dimensionnel (typiquement un systéme gouverné par une Equation
aux Dérivées Partielles (EDP) d’évolution) a partir de la connaissance partielle du systéme

sur un intervalle de temps limité, comme on le schématise sur la FIGURE 1.

FIGURE 1 — On cherche a reconstruire la donnée initiale (¢ = 0) en rouge, définie sur €2, a
partir de la connaissance du cylindre vert O x [0, 7].

Un champ d’applications dans lequel apparait fréquemment ce type de probléme d’iden-
tification est celui de la médecine. Ainsi, la détection de tumeurs par tomographie thermo-
acoustique peut se ramener & des problémes de reconstruction de données initiales [57].
D’autres méthodes nécessitent ’identification d’un terme source, qui, sous certaines hypo-
théses, peut également se réécrire sous la forme d’un probléme de reconstruction de données
initiales |2].

Une approche naive pour identifier la donnée initiale recherchée consiste a inverser un certain

opérateur associé au systéme appelé le Grammien. Une premiére solution, conduisant aux

9



INTRODUCTION

méthodes variationnelles en assimilation de données [57, 84, 12, 70, 71, 39, 78], consiste alors
a régulariser le probléme et a utiliser les techniques issues de 'optimisation. Une seconde
approche, initialement développée pour le cas des données bruitées, repose sur I'utilisation
des filtres de Kalman [51]|. La premiére solution est souvent trés cotiteuse numériquement
(en raison du nombre élevé d’inconnues et du fait qu’elle requiert le calcul du gradient de
la fonctionnelle & minimiser), alors que la seconde concerne essentiellement les systémes de

dimension finie (par exemple ceux obtenus aprés semi-discrétisation du probléme en espace).

On s’intéresse dans cette thése a la reconstruction de la donnée initiale d’un systéme
d’évolution, en travaillant autant que possible sur le systéme infini-dimensionnel, a I'aide de
I'algorithme développé dans Ramdani, Tucsnak et Weiss [72]. Dans la derniére décennie, de
nouveaux algorithmes basés sur la construction de deux systémes d’évolution, 'un direct,
lautre rétrograde (en tirant partie du retournement temporel [37, 38]), ont vu le jour. Ces
deux systémes ont I'avantage d’étre uniquement déterminés par la mesure que 1’on a du sys-
téme initial. En 2005, Auroux et Blum [1, 5, (] ont proposé le premier de ces algorithmes,
nommé “Back and Forth Nudging”. Dans leurs travaux, Auroux et Blum justifient mathéma-
tiquement 1'utilisation de ce type de méthode en dimension finie (avec observation totale). Ils
ont également montré numériquement 1’efficacité de 1’algorithme dans des cas plus généraux
(en particulier non-linéaires). Par la suite, Phung et Zhang ont proposé, pour 1’équation de
Kirchhoff [69], 'algorithme “Time Reversal Focusing”, qui a inspiré les travaux de Ramdani,
Tucsnak et Weiss. Ces nouvelles méthodes de reconstruction de données initiales s’appuient
sur la généralisation infini-dimensionnelle d’'un outil bien connu des automaticiens depuis

les années soixante : les observateurs de Luenberger [59].

La généralisation du concept d’observateurs & la dimension infinie est apparu il y a
une trentaine d’année (voir par exemple [15, 11]), et fait suite aux travaux de la décennie
précédente sur la stabilisation des systémes infini-dimensionnels |79, 80, 85, 30], dans le but
d’estimer 1’état d’un systéme & partir d’une observation partielle de celui-ci. Cet outil est
depuis souvent utilisé, et constitue toujours un champ de recherche actif, dans les problémes

linéaires [54, 81, 25] ou non-linéaires |1, 15, 13, 14, 41].

Le cas de la dimension finie

En guise d’introduction, nous présentons l’algorithme en dimension finie. Soient n € N*,

et A€ M,(C). On considére le systéme dynamique
Z(t) = Az(t), Vit>0, (1)
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ou z(t) désigne I'état du systéme et z(t) sa dérivée temporelle a I'instant ¢. On suppose
que l'on dispose d’une mesure partielle y(t) obtenue a partir de I’état du systéme via un

opérateur linéaire d’observation C' € M,, ,,(C), m € N* (éventuellement distinct de n) :
y(t) = Cz(t), Vit >0. (2)

Le probléme qui nous intéresse ici est de pouvoir reconstruire zp, la donnée initiale du
systéme (1), a partir de la connaissance de la mesure y. Notons ¥, l'opérateur qui a zg
associe la mesure y(t) sur [0, 7]. Autrement dit (V,2) (t) = Cz(t) = Cet 2, pour t € [0, 7].
Le probléme se réduit alors a

\IITZO =Y,

et reconstruire 2z a partir de y sera possible si ¥, est injectif (et en particulier borné inférieu-
rement puisque nous sommes en dimension finie). On dit alors que le systéme est observable.
Remarquons qu’en dimension finie, le temps 7 n’a pas d’influence sur 1’observabilité : un
systéme observable en un certain temps 7' > 0, le sera pour tout 7 > 0. Nous verrons par la
suite que cette hypothése d’observabilité se généralise en dimension infinie par 1’observabilité
exacte, et conduit toujours a des problémes bien posés.

Le Grammien d’observabilité, que nous avons mentionné plus haut, est donné en fonction
de U, par G = VXU, et la méthode de reconstruction de données initiales s’appuyant sur

cet opérateur consiste a l'inverser dans la relation
T
Gz = / et O Cet 2o dt = Ury.
0

De nombreuses méthodes ont été élaborées pour calculer G (directement ou approximative-
ment) comme la solution d’une certaine équation de Lyapunov (voir par exemple |65, 62] et
leurs références). Nous proposons d’utiliser une alternative a ces méthodes, qui se révelent
souvent trop cotiteuses numériquement. Par ailleurs, le systéme a résoudre est parfois mal
conditionné a cause des données “difficilement observables” (voir par exemple [31]).

Nous supposerons dans la majeure partie de ce travail que le probléme inverse considéré
est bien posé (autrement dit, que G est inversible). Nous allons construire deux autres
systémes d’évolution, l'un direct, 'autre rétrograde, ne faisant appel qu’a y défini par (2).
En itérant ces deux systémes, on espére reconstruire la donnée initiale zy € C" de (1), comme

on le schématise sur la FIGURE 2.
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FIGURE 2 — Observateurs itératifs convergeant vers la donnée initiale zy inconnue.

On suppose que le systéme (A, C) est détectable dans les sens direct et rétrograde.
Autrement dit, on suppose qu'il existe deux matrices de gain H*, H~ € M,, »(C) telles que
AT = A+ HC et A~ = —A+ H C soient de Hurwitz (c’est-a-dire dont le spectre est
situé dans le demi-plan complexe Re s < 0). Nous allons voir que sous cette hypothése (et
en s’assurant que (6) est vérifiée), on peut obtenir un algorithme itératif de reconstruction
de zp. Remarquons que ces hypothéses impliquent en particulier 'observabilité du systéme

par le principe de Russell (voir par exemple la Proposition 0.2.2).

Si 'on note w™ = max Rel < 0et w” = max Re) < 0, et que I'on choisit w de
Aeo(At) A€o(AT)

sorte que max{w",w™} < w < 0, alors il existe un M,, > 0 tel que

HetA+ZH < M,e“|z]], VzeCn,
et 2| < Mye“t||2]|, VY z € C".

Considérons alors I'observateur (direct)

Er(t) = ATz (t) — Hy(t), vitel0,T],
2H(0) = 2 € C",

ainsi que l'observateur rétrograde

{ (t) = —A~z(t) + Hy(t), Vitelo],
27 (1) =z (1) e C",

ou 7 > 0 est suffisamment grand pour que
a, = M,e*T < 1. (6)
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Posons et (t) = 27 (t) — z(¢), on a alors

er(t) = 2t(t) — £(b),
= At2T(t) — HTCz(t) — Az(t),
= AT2T(t) — ATz(t) = ATe™ (1),

d’'ott et (1) = €™ et(0). Posant e () = 2~ (t) — 2(t), on a également ¢~ (t) = —A~e(t), ce

qui nous donne e~ (0) = ™ e~ (7). Or e (7) = e (1), donc

ou encore

ce qui implique par (3) que
17(0) = z0]l < adll=g — zoll- (7)

On voit qu’en horizon infini, i.e. quand 7 tend vers Uinfini, 2~ (0) constitue une bonne
approximation de 1’état initial recherché. Si on se place en horizon fini, il suffit d’itérer le
processus décrit ci-dessus. Plus précisément, en résolvant de nouveau (4) et (5) mais en
posant cette fois-ci 2 = 27 (0) (la premi¢re estimation de zp), on obtient une nouvelle

estimée de zy notée z, (0). Par (7), on obtient
125 (0) = zoll < a1 (0) — 2ol| < aillzg — zoll.

De cette fagon, en itérant N fois ce procédé, on obtient par récurrence l’estimation suivante

pour la qualité de la reconstruction
123 (0) = zoll < a2™l2g" = zoll,

de sorte que, grace a (6), la différence entre la donnée reconstruite 2y (0) et la donnée initiale

zo tend bien vers zéro exponentiellement quand le nombre d’itérations N tend vers l'infini.

En résumé, l'algorithme de reconstruction consiste a résoudre de manieére itérative deux
équations d’évolution (& savoir (4) et (5)) ayant un terme de rappel a la mesure et dont seules

les conditions initiales ou finales changent. Plus précisément, 1’algorithme itératif prend la
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forme suivante : pour tout k > 1

Zr(t) = ATz (t) — HYy(t), Vtelo,],
Z;:(O) = Zk_—l(o)a
25 (0) = 27,

{ G () = —Az () + Hy(t), vtelo,r],
2 (1) = 2 (7)

Contenu de la thése

Les deux aspects qui nous intéressent dans cette thése sont les suivants :
e Applications de I’algorithme 4 quelques équations conservatives, avec ana-
lyse numérique et/ou simulations.

e Les extensions et autres utilisations possibles de cet algorithme.

Nous abordons en particulier I’analyse numérique de I'algorithme de reconstruction de
données initiales présenté plus haut dans le cadre des équations de Schrodinger et des ondes
avec observation interne. Nous étudions les espaces fonctionnels adéquates pour I'utilisation
de cet algorithme dans les équations de Maxwell, avec observations interne et frontiére.
Enfin, nous tentons d’étendre le cadre d’application de cet algorithme lorsque le systéme
initial est perturbé ou que le probléme inverse n’est plus bien posé, avec application a la

tomographie thermo-acoustique.

Préliminaires

Dans le Chapitre 0, nous rappelons les définitions et résultats d’analyse fonctionnelle qui
nous seront nécessaires tout au long de ce manuscrit. Nous poursuivons par le rappel de
I'algorithme de reconstruction proposé par Ramdani, Tucsnak et Weiss [72] dans un cadre
général, et introduit ci-dessus en dimension finie.

Cette partie se termine par un rappel sur la facon de transformer un probléme de re-
construction de source (vérifiant certaines hypothéses) en un probléme de reconstruction de

donnée initiale, comme cela est fait dans Alves, Silvestre, Takahashi et Tucsnak [2].

Equation de Schrédinger

Soient 2 C R? un domaine borné, d € N*, de frontiére 02 réguliére. On s’intéresse dans

le Chapitre 1 a I’équation de Schrodinger sur €2 avec condition de Dirichlet homogéne au
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bord, qui s’écrit

0 o

— t) = —1 — t Q.t>
atz(x,) z;ax%z(x, ), VareQt>0,
z(z,t) =0, Ve dt>0,

2(1,0) = zo(x) € H*(Q) N Hy ().

On suppose que l'on observe I’état z, sur un sous-domaine non vide de €2 durant un intervalle

de temps [0, 7], conduisant a 'observabilité exacte du systéme (voir par exemple [52, 88]).

Apreés une réécriture sous forme abstraite de cette EDP, nous écrivons ’algorithme de
reconstruction de données initiales rappelé au Chapitre 0. L’algorithme itératif permet alors
de reconstruire la donnée initiale zg dans L*(2).

Nous donnons ensuite ’analyse numérique de la discrétisation spatiale (de type Galerkin)
de l'algorithme de reconstruction, puis ’analyse numérique de sa discrétisation totale (avec
un Schéma d’Euler implicite en temps). Ces travaux, parus dans [13]|, sont rédigés sous

forme abstraite, c¢’est-a-dire en considérant un opérateur auto-adjoint positif Ay général en
d
. . . 0?
lieu et place du Laplacien—Dirichlet Ap;, = E 92 de 'EDP précédente et un opérateur
T
k=1 7k
d’observation borné C' “suffisamment régulier”. Remarquons en particulier que le cas d'une

observation frontiére n’entre pas dans le cadre de ce Chapitre 1.
Nous concluons par quelques simulations numériques en une dimension d’espace pour
illustrer nos résultats. Nous exhibons en particulier la robustesse de 1’algorithme au bruit,

ainsi que pour la reconstruction de données initiales a haute fréquence.

Equation des ondes

Soient 2 C R? un domaine borné, d € N*, de frontiére 02 réguliére. On s’intéresse dans
le Chapitre 2 a I’équation des ondes sur €2 avec condition de Dirichlet homogéne au bord,

qui s’écrit

(52 d 92
- — _ = Qt>
ath(:zc,t) ; 8xiw(x’t) 0, Veet>0,
w(z,t) =0, Vaeddt>0,

w(x,0) = wo(z) € H*(Q) N Hy(Q),

0 1
\ Ew(a:,O) =w(x) € Hy(92).

0
On suppose que l'on observe la vitesse de 1’état aw, sur un sous-domaine non vide de {2

durant un intervalle de temps [0, 7], conduisant & 1'observabilité exacte du systéme (voir par
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exemple |3, 58, 83]).

Aprés avoir réécrit, comme dans le cas de I'équation de Schrodinger, le probléme sous
forme abstraite, puis sous forme d’équation du premier ordre, nous pouvons définir ’algo-
rithme de reconstruction du Chapitre 0 qui nous permet de reconstruire la donnée initiale
(wo, w;) dans Pespace d’énergie H}(Q) x L*(Q).

Nous donnons ensuite ’analyse numérique des discrétisations spatiale et totale de 1’algo-
rithme. Les méthodes utilisées et les résultats obtenus sont trés proches de ceux du Chapitre
1, et sont parus dans [12, 43]. Encore une fois, nous considérons un opérateur auto-adjoint
positif Ag quelconque en lieu et place du Laplacien—Dirichlet et un opérateur d’observation
borné C “suffisamment régulier” (ne permettant pas de considérer une observation frontiére).
Bien que la démarche soit similaire, nous ne pouvons pas appliquer les résultats obtenus au
Chapitre 1 pour obtenir ceux du Chapitre 2.

Nous concluons par des simulations numériques pour illustrer nos résultats. Nous com-
mencons par des tests en dimension un, ot nous vérifions en particulier I’ordre de conver-
gence obtenu théoriquement. Quelques simulations en deux dimensions d’espace sont ensuite

proposées, avant de terminer par un exemple en trois dimensions.

Equations de Maxwell

Les travaux de ce Chapitre 3 sont issus d’une collaboration avec Kim Dang Phung, Maitre

de Conférence a I’Université d’Orléans.

Soit 2 un domaine borné de R3, situé localement d’un seul coté de sa frontiére OX)
réguliére. On note v la normale extérieure a §2. On suppose que le domaine 2 est constitué
d’un matériau parfaitement conducteur et caractérisé par une permittivité diélectrique ¢ et
une perméabilité magnétique p, supposés constants. Les champs électrique E et magnétique

H vérifient alors les équations de Maxwell

' egE(x,t)—rotH(x,t) —0, Varet>0,
,ugH(m,t)—i—rotE(x,t):O, VeeQt>0,
div E(z,t) =0, VoeQt>0,
div H(z,t) =0, VoeQt>0,
E(z,t)ANv(z) =0, H(x,t) -v(x) =0, Ve dt>0,
E(z,0) = Ey(z), Ve,

| H(x,0) = Hy(x), VaeQ.

Dans ce Chapitre 3, nous nous intéressons a la reconstruction des champs initiaux

(Eo, Hy) par lalgorithme itératif du Chapitre 0. La principale difficulté de ces travaux
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consiste a déterminer le bon cadre fonctionnel permettant I'utilisation de 'algorithme.

Nous rappellerons dans un premier temps les espaces fonctionnels et notations utilisés
(nous utilisons principalement les monographies de Dautray et Lions [29], Cessenat [19] et
Monk [61]), puis des résultats de stabilisation interne et frontiére des équations de Maxwell.
Ce domaine fut trés actif a la fin des années quatre-vingt-dix, on peut citer par exemple les
travaux de Barucq [10, 1], Nicaise |64, 32] et Phung [66, 67, 68].

De ces résultats de stabilisation, on déduit des opérateurs d’observation permettant la
reconstruction des champs initiaux. Dans le cas interne, on observe le champ électrique E
sur un sous-domaine non vide de €2, ce qui conduit & un opérateur d’observation borné.
Dans le cas frontiére, on observe le courant surfacique induit v A H sur une partie de la
frontiére 0€). Bien entendu, des conditions sur le domaine d’observation seront nécessaires
pour obtenir observabilité exacte, et donc convergence de I'algorithme.

Nous verrons ensuite que I’on peut reconstruire certains termes source dans les équations
de Maxwell.

Quelques variations autour des observateurs

Nous essayons dans ce Chapitre 4 d’étendre le cadre d’application de 'algorithme de
reconstruction de données initiales.

Dans la premiére Section, nous abordons un probléme naturel, concernant la robustesse
de l'algorithme vis a vis des perturbations de la dynamique du systéeme étudié. En d’autres

termes, si l'on peut reconstruire la donnée initiale zy du systéme

H(t) = Ax(t), Vi 0.
Z(O) =2y € D(A),
y(t) = Cz(t), Vitelo,T],

ou A est le générateur d’'un Cy-semi-groupe et C' un opérateur d’observation, peut-on encore

reconstruire la donnée initiale zy de

Zp(t) = (A+ P)zp(t), Vit>0,
zp(0) = zp € D(A),
y(t) = Czp(t), Vitelo,T],

ou P est un opérateur tel que A + P soit encore le générateur d'un Cy-semi-groupe, en
utilisant les mémes observateurs direct et rétrograde auxquels nous aurions ajouté la per-
turbation P ?

Nous donnons une réponse positive dans le cas d’un opérateur A anti-adjoint, avec C
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borné tel que (A, C) soit exactement observable et d'une perturbation P bornée, suffisam-
ment “petite” (voir la Proposition 4.1.6). En particulier, on en déduit un résultat de robus-
tesse de l'observabilité exacte, par le principe de Russel [75, 76].

Nous illustrons nos résultats par quelques simulations sur ’équation de Schrodinger avec

potentiel (indépendant du temps) en une dimension d’espace.

Nous abordons ensuite la question de systémes semi-linéaires. Cependant, la construction
d’un observateur direct dans ce cas se révele étre une tache difficile (voir [17, 23]). On
démontre toutefois un résultat abstrait, en généralisant un Théoréme issu de la dimension
finie [25], qui dit que si la perturbation est localement Lipschitzienne, et si la donnée initiale
est suffisamment petite, alors I'observateur direct du systéme linéaire, auquel on ajoute
la perturbation, constitue un observateur direct du systéme semi-linéaire. Nous n’avons
cependant pas réussi a construire d’observateur rétrograde, et donc a fortiori, & adapter
I’algorithme itératif dans ce cas. En particulier, nous n’avons pas d’information sur la “taille”
de I'estimation de I’état final obtenu, qui est censé initialiser 'observateur rétrograde.

Nous illustrons notre résultat sur une équation des ondes semi-linéaires en une dimension

d’espace.

Dans la Section suivante, nous nous intéressons au comportement de ’algorithme itératif
en l'absence de '’hypothése d’observabilité exacte (toujours dans le cas de systémes conser-
vatifs avec opérateur d’observation borné). En effet, cette hypothése n’est pas nécessaire
pour que les systémes direct et rétrograde soient bien posés (on ne peut cependant plus les
qualifier d’observateur). On démontre dans ce cas, i.e. pour un opérateur d’observation C'

borné et un 7 > 0 quelconques, avec les pseudo-observateurs suivant

2y (1) = (A= ~C"C)z,(t) +7Cy(1), Vite|[0,7],
7 (0) =2 € X,

zH(0) = 2, (0), Vn>2,

2o(t) = (A+4C*C)z, (1) — vC*y(t), Vitelo,T],
2z (1) = zH (1), Vn>1,

que 'espace des états s’écrit en somme directe X = X; @ X5. L’espace X, représente alors
I’espace des données “non observables”, qui n’a aucune influence sur I’algorithme, et X, 'es-
pace des “atteignables”, ou encore des “observables”, que ’algorithme reconstruira. Nous ne
sommes pas parvenu cependant, en toute généralité, a caractériser I’ordre de convergence de
I'algorithme (exponentiel dans le cas exactement observable). L’argument principal utilisé
dans ces travaux est 'invariance des espaces X; et X5 sous 'action d’un certain opérateur

)

associé au cycle de résolution direct-rétrograde de ’algorithme.
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Dans la derniére Section de ce Chapitre 4, nous revenons au probléme de la tomogra-
phie thermo-acoustique. Le premier obstacle que I’on rencontre pour appliquer la méthode
des observateurs a ce probléme concerne le caractére non-borné du domaine dans lequel
évolue I'onde ultra-sonore. En effet, 'observabilité exacte n’est pas une hypothése physique
raisonnable dans ce cas. Nous supposons que la vitesse initiale est nulle, et ’on souhaite re-
construire la position initiale & partir de la mesure de la vitesse sur un domaine “entourant”
son support pendant un intervalle de temps suffisamment grand [0, 7] (voir par exemple la
FIGURE 4.21). Nous bornons artificiellement le domaine & l'aide du principe de Huygens,
c’est-a-dire en supposant la condition de Dirichlet homogéne suffisamment loin pour que
I’onde ne rencontre pas la frontiére en temps 7, en particulier il n’y a pas observabilité
exacte. Nous montrons cependant que les données initiales que ’on considére (en dimension
un et trois) appartiennent a l’espace des “observables” et les résultats de la Section pré-
cédente nous permettent de dire que 'on peut reconstruire la position initiale de 'onde a
I’aide de 'algorithme.

Nous concluons par deux exemples numériques (en dimension un et en dimension trois)

pour illustrer nos propos.
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Nous présentons dans ce chapitre 0 les principaux outils utilisés dans cette thése. La
premiére Section est dévolue aux rappels d’analyse fonctionnelle, qui peuvent étre omis par
les lecteurs familiers avec la théorie des semi-groupes et la théorie du controéle. La seconde
Section rappelle I'algorithme (abstrait) de reconstruction de données initiales proposé dans
l'article de Ramdani, Tucsnak et Weiss [72]|. Enfin, nous utilisons cet algorithme pour la

reconstruction de certains termes sources.

0.1 Rappels d’analyse fonctionnelle et notations

Nous présentons ici les définitions et résultats d’analyse fonctionnelle qui nous seront
utiles. Nous n’en donnons pas les démonstrations, elles pourront étre lues dans la monogra-

phie de Marius Tucsnak et George Weiss [55].

Soit X un espace de Hilbert (complexe) muni du produit scalaire (-,-) et de sa norme
associée || - ||. Lorsqu'une confusion est possible, nous indigons ces notations. L’espace des
opérateurs bornés d’un espace de Hilbert X dans un autre espace de Hilbert Z est noté
L(X,Z),etsi Z=X,onnote L(X) = L(X,X). La convergence en norme est indiquée par

une fleche x,, — =z, alors que la convergence faible est notée x,, — . Si T est un opéra-
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teur linéaire, nous notons D(T') son domaine, Im 7" son image, Ker T' son noyau, p(7') son
ensemble résolvant et o(T") son spectre. On note 7% 'adjoint d’un opérateur 7" lorsqu’il est
bien défini. L’opérateur identité de X dans X est noté I que nous indigons Ix s’il peut y
avoir confusion. Pour tout o € R, on note C, le demi-plan droit {z € C | Rez > a}. Nous
noterons souvent les constantes M, qui pourront différer d’une ligne & l'autre, et seront

indicées par les parameétres dont elles dépendent lorsque cela sera utile.

Commencons par rappeler les définitions des outils principaux de cette thése.

Définition 0.1.1 (Cp-semi-groupe). Un Cy-semi-groupe sur X, ou semi-groupe fortement
continu sur X, est une famille T = (T);>¢ d’opérateurs dans £(X) tel que

e Tyg=1,

e T,,, =TT, pour tout t,7 > 0 (Propriété de semi-groupe),

e lim T,z =z pour tout z € X (Continuité forte).
t—0,t>0

Définition 0.1.2 (Taux de croissance). Soit T un Cp-semi-groupe sur X, on appelle tauz

de croissance de T le réel wy(T) défini par

1
wo(T) = inf —In||T.

t€(0,00) t

Proposition 0.1.1. Soit T un Cy-semi-groupe sur X, de tauz de croissance wy(T).
.1
o wo(T) = Jim < In|T,],

e pour tout w > wy(T), il existe une constante M, € [1,00) telle que
| T < Me“", Ve |0,00), (0.1.1)
e la fonction ¢ : [0,00) x X — X définie par ¢(t, z) = T,z est continue pour la topologie
produit.

De cette proposition, nous déduisons un critére de stabilité que nous utilisons comme

définition.

Définition 0.1.3 (Stabilité exponentielle). Un Cy-semi-groupe T sur X est ezponentielle-

ment stable si wy(T) < 0.

Définition 0.1.4 (Générateur infinitésimal). Soit T un Cpy-semi-groupe sur X, 'opérateur
A : D(A) — X défini par

T,z —
D(A) = {z € X | lim tzt : existe.},

t—0,6>0

T,z — z

Az = lim ,
t—0,t>0 t

vV z e D(A),
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est appelé le générateur infinitésimal, ou plus simplement générateur, du Cy-semi-groupe T.

Proposition 0.1.2. Soit T un Cy-semi-groupe sur X, de générateur A. Alors Cyyr) C p(A),
en particulier p(A) # 0. De plus, pour tout s € Cpyy, on a

(s —A) 'z = / e 5T, zdt, VzeX. (0.1.2)
0

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante sur ’ensemble résolvant

de A (caractérisation fréquentielle) pour qu’il soit générateur.

Théoréme 0.1.3 (Hille-Yosida). Un opérateur A densément défini sur X est le générateur
d’un Cy-semi-groupe T sur X wvérifiant la relation (0.1.1) si et seulement si C, C p(A) et
pour tout s € C,

M,

I-A"<——— : 1.
1= A7 < oy YneN (013)

On a également une caractérisation fréquentielle de la stabilité exponentielle.

Théoréme 0.1.4 (Gearhart-Huang-Priiss). Soit T un Cy-semi-groupe sur X, de générateur
A. Il y a équivalence entre les affirmations suivantes.
o T est exponentiellement stable.
o CyCp(A) et sulﬂg{H(sI — A7} < .
sei

Proposition 0.1.5. Soit T un Cy-semi-groupe sur X, de générateur A. Alors D(A) est
dense dans X, et pour tout z € D(A) ett >0, on a Tiz € D(A) et

d
ETtZ = ATtZ = TtAZ

Proposition 0.1.6. Soit A : D(A) — X et § € p(A). On note X, l’ensemble D(A) muni

de la norme du graphe, et X_1 la complétion de l’espace X par la norme
Izll-1 = (BT — A)~'z]|x, VzeX,

que lon muni de cette norme. Alors X; et X_1 sont encore des espaces de Hilbert, A €
L(X1,X) et admet une unique extension ¢ L(X, X _1). De plus

(BI - A" e L(X, X)), (BI—A)"eL(X_y,X),

et ces opérateurs sont unitaires.

Cette proposition nous permet de montrer que la restriction de T a X; est encore un
Co-semi-groupe, qui est 'image de T par (81 — A)~!, de générateur la restriction de A a

D(A?). De la méme fagon, I'image de T par (3] — A) forme encore un semi-groupe sur X_;
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de générateur I'extension de A & X. L’itération de ces procédés de restriction et d’extension

conduit & une suite infinie d’espaces de Hilbert
"'CXQCX1CXCX_1CX_2C"', (014)

toutes les inclusions étant denses et continues. On peut également démontrer que, lorsque
ces objets ont un sens, on a D(A%) C D(AP) pour tout a > 3, avec injections denses et

continues.

Si V et H sont deux espaces de Hilbert avec inclusion dense et continue V' C H, on
rappelle la chaine d’inclusion V- C H C V', ou V' est 'espace dual de V par rapport a

I’espace pivot H. En particulier, on a
(z, 0)viv =(z,0)m, VzeHpeV. (0.1.5)

On peut alors montrer que les espaces X sont les duaux des X, par rapport a l'espace
pivot Xy, pour tout K € Z, k € N.

Théoréme 0.1.7 (Théoréme 4.1.6. de [38]). Soient T un Cy-semi-groupe sur X, de géné-
rateur A, f € H}, ((0,00), X_1) et z9 € X. Alors I'équation différentielle

{ At) = Az(t) + f(b), Vit>0,
2(0) = zo,

possede une unique solution forte donnée par la formule de Duhamel
t
2(t) = Tyzo + / T;_sf(s)ds. (0.1.6)
0
De plus, on a z € C([0,00), X) N C([0,00), X _1).

Remarque 0.1.1. En utilisant la Proposition 0.1.6 (par l'intermédiaire de la chaine d’in-
clusion (0.1.4)), le Théoréme précédent peut s’écrire en prenant n’importe quel X (k € Z),

avec f € H} .((0,00), X}_1). Dans ce cas, la solution unique vérifie
z € 0([0,00), Xi) N C*([0,00), Xj_1). (0.1.7)

Les définitions et résultats qui suivent sont des cas particuliers importants de générateurs

et Cp-semi-groupes.

Définition 0.1.5 (Cy-Semi-groupe de contraction). On dit d’'un Cy-semi-groupe qu’il est

de contraction si || T;|| < 1 pour tout ¢ > 0.
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Définition 0.1.6 (Opérateur m-dissipatif). Un opérateur A est dit dissipatif si
Re (Az,z) <0, YV z e D(A).
11 est dit m-dissipatif , il existe un s € Cy tel que Im (s — A) = X.
Proposition 0.1.8. Un opérateur A est m-dissipatif si et seulement si A* est m-dissipatif.

Définition 0.1.7 (Opérateur positif). Un opérateur A est dit positif si
(Az,z) >0, V z € D(A).
Il est dit défini positif, s’il existe une constante M > 0 telle que
(Az, z) > M|z, YV z € D(A).
Proposition 0.1.9. Soit A est un opérateur positif, alors —A est m-dissipatif.

Théoréme 0.1.10 (Lumer-Phillips). Soit T un Cy-semi-groupe sur X, de générateur A.
Alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes.
o T est un Cy-semi-groupe de contraction.

o A est m-dissipatif.
Définition 0.1.8 (Opérateur anti-adjoint). Un opérateur A est dit anti-symétrique si
(Azy, 29) = — (21, Az), V z1, 29 € D(A).
I est dit anti-adjoint, si A* = —A (c’est-a-dire s’il est anti-symétrique et si D(A*) = D(A)).

Proposition 0.1.11. Les deux affirmations suivantes sont équivalentes.
o A est anti-adjoint.

o A et —A sont m-dissipatifs.

On appelle Cy-groupe un Cy-semi-groupe inversible. On montre facilement que dans ce
cas T; ' = T_; pour tout ¢t € R. On dit que le Cy-groupe est unitaire, si de plus || T;|| = 1
pour tout ¢ € R. Un systéme dont la solution est donnée par un groupe unitaire est dit

conservatif .

Théoréme 0.1.12 (Stone). Soit A : D(A) — X, alors il y a équivalence entre les affirma-
tions sutvantes.
o A est le générateur d’un Cy-groupe unitaire sur X .

o A est anti-adjoint.
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Nous noterons S les Cy-groupes unitaires dans la suite.

Nous introduisons maintenant deux classes particuliéres d’opérateurs : les opérateurs
de controle et d’observation admissibles. Il s’agit d’une forme de régularité des opérateurs
non-bornés, par rapport aux trajectoires d’'un Cy-semi-groupe.

On note T un Cy-semi-groupe sur X (appelé espace des états), de générateur A.

Soit B € L(U, X _1), o U est un autre espace de Hilbert (appelé espace des entrées).

On considére le systéme

2(t) = Az(t) + Bu(t), vV e [0,7],
2(0) = 2o € X,

ot u € L2, ([0,00), U).

B est appelé opérateur de contrédle, puisqu’il permet de controler 'état z du systéme sur

'intervalle de temps [0, 7] via la fonction u(t).
On définit Uopérateur entrée—état ®, € L(L*([0,00),U), X_;) par

Bu = / T, ,Bu(t)dt. (0.1.8)
0

Définition 0.1.9 (Opérateur de controle admissible). Soient T un Cy-semi-groupe sur X,
de générateur A, et B € L(U,X_1). On dit que B est un opérateur de controle admissible

pour T, si Im &, C X pour un certain 7 (donc pour tout 7 > 0).

Clairement, tout opérateur borné, i.e. dans L(U, X), est un opérateur de controle ad-

missible, pour n’importe quel Cy-semi-groupe.

Soit C' € L(X;,Y), on Y est un autre espace de Hilbert (appelé espace des sorties). On

considére le systéme

2(t) = Az(t), V>0,
2(0) = 2o € D(A),
y(t) = Cz(1), Vitelo,r].

C est appelé opérateur d’observation, puisqu’il permet d’observer I'état z du systéme sur
I'intervalle de temps [0, 7] via la sortie y.

Par le Théoréme 0.1.7, on sait que z(t) = T;z9. On introduit alors I’opérateur état—sortie
V.. défini par
CT, 2, Vitelo,T],

0.1.9
0, Vit>rT. ( )

(Wrz0)(t) = {
I est clair que ¥, € £(X7, L*(]0,00),Y)).

26



0.1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NOTATIONS

Définition 0.1.10 (Opérateur d’observation admissible). Soient T un Cp-semi-groupe sur
X, de générateur A, et C' € L(X1,Y). Ondit que C est un opérateur d’observation admissible
pour T, si 'opérateur état—sortie W, admet un prolongement continu a X pour un certain

7 (donc pour tout 7 > 0).

Remarquons que cette définition revient a dire qu’il existe un 7 > 0 et une constante
M, > 0 telle que

/|mw¢m@ﬁgﬂamﬂ§, ¥ 20 € D(A). (0.1.10)
0

Il est donc clair que tout opérateur d’observation borné, i.e. dans £(X,Y), est admissible

pour n’importe quel Cy-semi-groupe.

Le théoréme suivant caractérise la dualité qui existe entre observation et controle. Nous
raisonnerons souvent dans le cadre de 'observation, et ce théoréme nous permettra alors

d’utiliser les résultats issus de la théorie du controle.

Théoréme 0.1.13. Soit B € L(U,X_1). B est un opérateur de controle admissible pour T

si et seulement si B* est un opérateur d’observation admissible pour T*.

Théoréme 0.1.14. Soient T un Cy-semi-groupe sur X, de générateur A, de taux de crois-
sance wo(T), et C' un opérateur d’observation admissible pour T en temps infini, autrement

dit, vérifiant l’existence d’une constante M > 0 telle que
| ICT e < Mzl ¥z € DA)
0

On note W = VU, l'opérateur état—sortie étendu, qui est bien défini par l'inégalité précédente.
Pour tout zg € X et tout s € Cyy(1y, la transformée de de Laplace de Wz, notée \iz\o, existe
en s et est donnée par

Uzo(s) = C(sI — A) 2.

De plus, pour tout o > wo(T), il existe un M, > 0 tel que

M,
VRes —a’

Nous donnons maintenant une définition primordiale dans ces travaux, qui nous servira

IC(sT — A7 < Vs eC,.

souvent a montrer que les opérateurs d’observation que 1’on considére sont pertinents, en

un certain sens.

Définition 0.1.11 (Observabilité exacte). Soient T un Cy-semi-groupe sur X, de générateur
A, et C € L(X1,Y) un opérateur d’observation. On dit du couple (A, C') qu’il est exactement

observable en temps T si I'opérateur état—sortie W, est borné inférieurement, i.e. il existe
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une constante k. > 0 tel que
||‘I’TZOHL2([0,T],Y) > k|l 20]lx, V 2 € D(A).

On dit que (A, C) est ezactement observable sl existe un 7 > 0 vérifiant cette propriéteé.

Remarque 0.1.2. En particulier, I'observabilité exacte est équivalente a ’existence d’une

constante m, (= k?) > 0 telle que
/ ICTzo|2dt > mollzol%, ¥ 20 € D(A). (0.1.11)
0

Remarquons que si (A, C) est exactement observable en temps 7, alors il I’est en temps
t>T.
Bien qu’il ne soit pas nécessaire de supposer I’admissibilité de I'opérateur d’observation pour
définir I'observabilité exacte, nous ne considérerons pas d’exemple d’opérateur d’observation
non-admissible dans la suite. Nous supposerons donc toujours que 'opérateur d’observation

considéré est admissible.

Définition 0.1.12 (Controlabilité exacte). Soient T un Cy-semi-groupe sur X, de générateur
A, et B € L(U, X_1) un opérateur de controle. On dit du couple (A, B) qu'il est exactement
controlable en temps 7 si Im®, = X. Autrement dit si pour tout zp, 2z € X, il existe un

controle u € L*([0, 7], U) tel que la solution de 1’équation différentielle

£(t) = Az(t) + Bu(t), v el0,7],
2(0) = 20 € X,

vérifie z(7) = z;. On dit que (A, B) est exactement controlable sl existe un 7 > 0 vérifiant

cette propriété.

Comme nous 'avons déja dit, I'observabilité et la controlabilité sont duales. Plus préci-

sément, on a la proposition suivante.

Proposition 0.1.15. Soient T un Cy-semi-groupe sur X, de générateur A, et B € L(U, X_1)
un opérateur de contréole admissible pour T. Alors (A, B) est exactement controlable en temps

T si et seulement si (A*, B*) est exzactement observable en temps .

Définition 0.1.13 (Stabilisabilité). Soient T un Cp-semi-groupe sur X, de générateur A,
et B € L(U, X_1) un opérateur de controle admissible pour T. On dit du couple (A, B) qu'’il
est exponentiellement stabilisable §'il existe un opérateur K € L£(X1,U) tel que A+ BK soit

le générateur d’'un Cy-semi-groupe exponentiellement stable sur X.

Nous concluons ces rappels sur 'observabilité par deux résultats trés importants dans les

problémes qui seront traités par la suite. Ils expliquent, comme annoncé ci-dessus, pourquoi
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I'on s’intéresse a I'hypothése d’observabilité exacte. L'un de ces résultats est da a Liu [58].
Il donne une suite d’équivalence a 1’observabilité exacte dans le cas d'un générateur anti-
adjoint avec opérateur d’observation borné. L’autre, de Urquiza [39] (donnée ici sous une
forme duale), généralise un résultat de Slemrod [30] (utilisé dans I'une des équivalences du

théoréme de Liu).

Théoréme 0.1.16 (Liu [53]). Soient A* = —A et C € L(X,Y). Alors les affirmations
suivantes sont équivalentes.

o (A, C*) est exponentiellement stabilisable avec un tauzr de décroissance exponentielle
Préfize.
(A, C*) est exponentiellement stabilisable.

Pour tout opérateur S € L(Y) auto-adjoint défini positif, A — C*SC' est le générateur

d’un Cy-semi-groupe exponentiellement stable sur X.

(A, C*) est exactement controlable.

(A, C) est exactement observable.

On a la caractérisation fréquentielle

iR C p(A—C*C), sup{[[(s] — A+ C*C)7 ||} < 0.
sciR
Théoréme 0.1.17 (Urquiza [89]). Soient A le générateur d’un Cy-groupe T sur X, et
C € L(X1,Y) un opérateur d’observation admissible pour T='. Si (—A,C) est exactement
observable, alors il existe un opérateur S € L(X) auto-adjoint défini positif tel que A —
S=IC*C, défini sur D(A — ST1C*C) = SD(A*), soit le générateur d’un Cy-semi-groupe T

exponentiellement stable avec un taux de décroissance exponentielle préfize.

Remarque 0.1.3 (sur la preuve). L’opérateur S est donné explicitement par une modifi-

cation du grammaien, plus précisément
o)
(Sz,z)x = / e 2 CT _yz,CT_2)ydt, Va,ze X.
0

Il est clair que cet opérateur est auto-adjoint et défini positif (voir Définition 0.1.7), sa
positivité venant de I'hypothése d’observabilité exacte sur (—A, C'), qui est donc essentielle
puisqu’elle permet I'inversion. De plus, on a la valeur exacte de la modification du taux de

croissance avec un tel S : wo(TT) = wo(T™) — 2w.

On ajoute a ces résultats classiques deux lemmes faciles & démontrer qui nous serviront

réguliérement dans les Chapitres 1 et 2.

Lemme 0.1.18. Soient A : D(A) — X un opérateur anti-adjoint et C' € L(X,Y) tel que
C*C € L(D(A)). Si A — C*C engendre un Cy-semi-groupe de contraction sur X, alors
A — C*C engendre encore un Cy-semi-groupe de contraction sur D(A) et D(A?).
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Démonstration. Puisque C' € L(X,Y") est borné, on a clairement D(A) = D (A — C*C'). De
plus, de C*C € L (D(A)), on déduit que D(A?) =D ((A - 0*0)2). Le reste provient de la
Proposition 0.1.6. |

Lemme 0.1.19. Soient A : D(A) — X un opérateur anti-adjoint et C' € L(X,Y) tel que
C*C € L(D(A)). Si zp € D(A?), F € C ([0,7], D(A*))NC* ([0, 7], D(A)) et z est la solution
du probléeme de Cauchy

{ 4(t) = Az(t) — C*Ca(t) + F(t), Vitel,r],

Alors, les affirmations suivantes sont vérifiées.

1. Régularité
z € C([0,7],D(4%) nC* ([0,7],D(A)) N C*([0,7], X), (0.1.12)

2. z est borné
120 la < |20l + t]| Flla.00s pour o =0, 1, 2, (0.1.13)

3. z est borné : il existe une constante M > 0 telle que

2@ Na < M ([20llatr + H Fllatr.00) + [ Fllaoe, pour a = 0,1, (0.1.14)

0t || Flla,0 = Sup 1E(#)]]a-
€|0,7

Démonstration.

1. Par le Théoréme 0.1.7, et plus précisément I'inégalité (0.1.7), on sait que
2 € C([0,7),D(A%) N C" ([0, 7], D(A)).
Puisque C*C € £ (D(A)) et F € C([0,7], D(A%)) N C ([0, 7], D(A)), on a
(A—C*C) 2(t) € C (0, 7], D(A)) N C ([0, 7], X).

La conclusion vient de 'égalité 2(t) = (A — C*C)z(t) dans D(A).
2. Par la formule de Duhamel (0.1.6), on a

)
(0%

t
']I‘tzo—i-/ T, sF(s)ds
0

RO

snmmu+/nmﬂﬂﬁmm,
0

S HZOHa + t”FHoz,ooa
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ou l'on a utilisé le Lemme 0.1.18 précédent dans la derniére inégalité.
3. En utilisant I'inégalité (0.1.13) obtenue pour z(t) et les inclusions continues D(A?) —
D(A) — X, on obtient

1Z@O)]la = [[(A=C"C)z(t) + F(#)l|a;
< lz®llass + Mllz(®)lla + [[Fllaco,
< M ([2olla+s + tFat1,00) + [[F1laco-

On donne enfin quelques résultats de perturbations. On s’intéresse plus particuliérement

aux perturbations P € £( X7, X) telles que si A est un générateur, A + P ’est encore.

Théoréme 0.1.20. Soient A le générateur d’un Cy-semi-groupe T sur X, et P € L(X).

On note w > wo(T) et M, > 1 deuz constantes vérifiant
Tl < Me,

Posons a = w + M||P||, alors A+ P est le générateur d’un Cy-semi-groupe TV sur X
vérifiant
T < Me™.

De plus, TF satisfait
t
T z = Tz +/ T,  PT zds, Vze X, t>0.
0

Remarquons que la derniére égalité implique en particulier que tout opérateur d’ob-
servation admissible pour T l’est encore pour T?. Ce résultat se généralise dans le cas de

perturbations composées d’un opérateur borné par un opérateur d’observation admissible.

Théoréme 0.1.21 (Théoréme 5.4.2. de [38]). Soient A le générateur d’un Cy-semi-groupe
T sur X, Be L(Y,X) et C € L(X1,Y) un opérateur d’observation admissible pour T. Alors
A+ BC : D(A) — X est le générateur d’un Cy-semi-groupe TF sur X. Il satisfait

t
T/ 2z = Tyz +/ T, .BCT?Y zds, VzeD(A),t>0.
0

De plus, la classe des opérateurs d’observation admissibles pour TY est égale a celle pour T.
Par dualité, on obtient également

Corollaire 0.1.22 (Corollaire 5.5.1. de [38]). Soient A le générateur d’un Cy-semi-groupe
T sur X, B € L(U, X_1) un opérateur de controle admissible pour T et C' € L(X,U). Alors
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A+ BC : D(A+ BC) — X, avec
DA+ BC)={2€ X | (A+ BC)z € X},

est le générateur d’un Cy-semi-groupe TF sur X. Il satisfait
t
T 2z = Tz + / T,_ BCT? zds, Vze DA+ BC),t>0.
0

De plus, la classe des opérateurs de controle admissibles pour TY est égale a celle pour T.

0.2 Reconstruction de données initiales

Cette Section correspond a larticle de Ramdani, Tucsnak et Weiss [72], qui constitue le

point de départ de cette thése. On en rappelle les principaux résultats.

Soient X un espace de Hilbert et A : D(A) — X le générateur d'un Cp-semi-groupe T

sur X. On consideére 1’équation différentielle

{ (t) = Az(1), vit=0, (0.2.1)

Z(O) =2y € D(A)

On observe ce systéme au travers d'un opérateur d’observation C' € £(X1,Y), ou Y est un
autre espace de Hilbert, pendant un intervalle de temps [0, 7] avec 7 > 0. Ceci conduit a la

mesure

y(t) = Cz(t), Ve o). (0.2.2)

On montre dans [72| que 'on peut reconstruire z; (la donnée initiale inconnue) a partir de
la connaissance de la mesure y(¢) sur [0, 7] et de 'opérateur A qui régit 1’état z, sous certaines
hypothéses, par une méthode utilisant des observateurs itératifs. C’est cette méthode que
nous allons décrire ici, et que nous utiliserons par la suite dans nos travaux.

Rappelons que I'on s’intéresse dans cette thése aux applications de ’algorithme a quelques
équations conservatives, avec analyse numérique et /ou simulations, ainsi qu’a ses extensions

et autres utilisations possibles.

0.2.1 Observateur direct, observateur rétrograde

Nous commencons par donner une définition.

Définition 0.2.1 (Estimabilité). Soient A le générateur d'un Cy-semi-groupe T sur X, et
C € L(X;,Y) un opérateur d’observation non nécessairement admissible pour T. On dit du

couple (A, C) qu'il est estimable s'il existe
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e un opérateur At : D(AT) — X générateur d'un Cy-semi-groupe TT exponentielle-
ment stable sur X,

e et un opérateur de controle H+ € L£(Y, X)) admissible pour T+ tel que
Az=A"2— H"Cz, vV z e D(A).
On dit alors que (A, C) est estimable par (AT, HT).

Remarque 0.2.1. Notons que les termes ATz et HTCz sont en fait dans X', mais que
leur différence est dans X. On peut réécrire cette égalité sous une forme faible équivalente,

(Az,¢)x = (2, (A7) d)x = (Cz, (H")"¢)y, VzeD(A),peD((AT)"). (0.2.3)

Remarque 0.2.2. Remarquons que dans le cas d'un opérateur d’observation admissible,

I'observabilité exacte implique 'estimabilité (voir Rebarber et Weiss [74]).

Supposons dorénavant que (A, C') soit estimable par (AT, H), et prenons 7 = 400
pour un moment. On considére ’équation différentielle suivante, appelé observateur direct,

généralisation infini-dimensionnelle des observateurs de Luenberger [59].

(0.2.4)

FH(t) = Atz (t) — HTy(t), Vi>0,
21(0) = 2§ € X.

Notons que ce systéme est bien posé. En effet, zy € D(A) implique par le Théoréme 0.1.7
(avec X7 ala place de X et f =0) que y € C*([0,7],Y), et donc H*y € H}, ([0, 7], X)) et
I’on peut a nouveau appliquer le Théoréme 0.1.7.

Alors, en soustrayant (0.2.1) a (0.2.4), on obtient (formellement, voir [72, Proposition

2.5| pour la démonstration rigoureuse)
2H(t) — 2(t) = TH(zf — 20), Vit>0.
En particulier, il existe un w > 0 et un M, > 1 tel que
|27 (t) — 2(t)|| = Moe ™| zd — 20|, Vit>0. (0.2.5)

En d’autres termes, z* approche (dans X) I’état z en temps long.

Pour reconstruire la donné initiale zy, on construit maintenant un autre systéme, ana-
logue au précédent, qui permet de remonter (dans le temps) d’une approximation de 1’état

finale de z (en fait z(7), pour T assez grand) vers z.
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Définition 0.2.2 (Estimabilité rétrograde). Soient A le générateur d'un Cy-semi-groupe T
sur X, et C' € L(X;,Y) un opérateur d’observation non nécessairement admissible pour T.
On dit du couple (A, C) qu'il est estimable dans le sens rétrograde s'il existe
e un opérateur A~ : D(A7) — X générateur d'un Cy-semi-groupe T~ exponentielle-
ment stable sur X,

e et un opérateur de controle H~ € L(Y, X7;) admissible pour T~ tel que
—Az=A"2—H Cxz, vV z € D(A).
On dit alors que (A, C) est estimable dans le sens rétrograde par (A=, H™).

Remarque 0.2.3. Encore une fois, les termes A~z et H~C'z sont en fait dans X, mais leur
différence est dans X, et on peut alors réécrire cette égalité sous une forme faible équivalente,

—(Az,¢)x = (2, (A7) ¢)x — (Cz, (H ) )y, VzeD(A),peD((A)). (0.2.6)

Remarque 0.2.4. Dans le cas ou A est le générateur d'un Cy-groupe T sur X (en particulier,
— A est encore un générateur) et C' € £(X1,Y) un opérateur d’observation admissible pour

T, alors (A, C') est estimable dans le sens rétrograde si et seulement si (—A, C) est estimable.

Proposition 0.2.1. Soient A le générateur d’un Cy-groupe T sur X, et C' € L(X1,Y) un
opérateur d’observation admissible pour T. Si (A, C) est exactement observable, alors (A, C)

est estimable et estimable dans le sens rétrograde.

Démonstration. La Remarque 0.2.2 nous dit que (A, C') est estimable. Comme (A, C) est
exactement observable (en temps 7), alors (—A, C) est encore exactement observable (en
temps 7). En effet, quelque soit ¢ € R, T, est inversible. En particulier, pour tout z € X,
il existe un unique z € X tel que T,z = x et il existe une constante k. > 0 telle que
IT_;2|| > k-||z|| pour tout z € X. On écrit alors pour tout x € D(A)

/ ICT_z|2dt = / ICT T, 2| 2dt,
0 0,

= |CT,_2||?dt,
OT

= HC’]I‘Sszds,
0

> m.| 2],

> mrk7|\$\!2>

ot m, est la constante d’observabilité apparaissant dans l'inégalité (0.1.11).
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De nouveau, la Remarque 0.2.2 nous dit que (—A, C) est estimable et la Remarque 0.2.4

permet de conclure. [ |

Supposons que (A, C) soit aussi estimable dans le sens rétrograde par (A=, H™), et
prenons 0 < 7 < oo. On considére I'équation différentielle suivante, appelée observateur
rétrograde, qui peut étre vu (formellement) comme un observateur direct de 1’équation dif-

férentielle (0.2.1) retournée temporellement.

{ () =—A"2(t) + H y(t), Vtelo,T], (0.2.7)

(1) =2"(7).
On montre encore une fois que ce systéme est bien posé a ’aide du Théoréme 0.1.7.
Alors, en soustrayant (0.2.1) & (0.2.7), on obtient (voir |72, Proposition 3.3])
27(0) — 20 = T T (25 — 20)-

Puisque les Cy-semi-groupes T* et T~ sont exponentiellement stables, 27 (0) — 2o quand

7 — 00. On en déduit le principe de Russell suivant (voir Russell |75, 76] et Russell et Weiss

[771)

Proposition 0.2.2. Soient A le générateur d’un Cy-semi-groupe T sur X, et C' € L(X1,Y)
un opérateur d’observation non nécessairement admissible pour T. Si (A,C') est estimable
et estimable dans le sens rétrograde, alors (A,C') est exactement observable en tout temps
7> 0 tel que ||T; TS| < 1.

Démonstration. Prenons zg = 0, alors
27(0) = (I = T, T})z.
Comme [T T}| < 1, on peut inverser cette égalité et obtenir
2= (I —T;T)'27(0). (0.2.8)

Mais par la formule de Duhamel (0.1.6),

2 (0) z—T;/O Tj_ﬂ*y(t)dt—/o T H y(t)dt.

Se rappelant que y(t) = Cz(t) = CT,zy, 'admissibilité de H™ et H~ implique alors 'exis-
tence d'une constante K. > 0 telle que [[z7(0)||* < K, [; [|CTyz|*ds. Finalement, po-
sant M, = ||(I — T-TF)7!||?, on obtient I'inégalité d’observabilité exacte (0.1.11) avec
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m, = (M, K,)™! puisque
el = I = T8 = O)1F < MoK, [ CTeaolds, V20 € DLA)
0
[ |

Proposition 0.2.3. Soient A le générateur d’un Cy-groupe T, et C € L(X1,Y) un opérateur
d’observation admissible pour T, alors il y a équivalence entre les affirmations suivantes
o (A,C) est estimable et estimable dans le sens rétrograde.

o (A, C) est exactement observable.

Démonstration. 11 s’agit des Propositions 0.2.2 et 0.2.1. ]

0.2.2 Itérations des observateurs

Nous sommes capables, a ce stade, de reconstruire une approximation de zy dans X
aussi précise que souhaitée, pourvu que le temps de mesure 7 puisse étre aussi grand que

nécessaire. En effet, ’égalité
27(0) — 29 = T-TH(zf — 20)

implique en particulier, puisque T* et T~ sont exponentiellement stables, I’existence de deux

constantes w > 0 et M, > 1 telles que
127(0) — 20|l = Mo,e ™ ||za — 20l V 29 € D(A), z4 € X.

Cependant, il est peu envisageable en pratique de mesurer un systéme pendant un trés grand
laps de temps. On impose alors la contrainte supplémentaire de mesurer sur un intervalle de
temps [0, 7] fini, que 'on espére le plus petit possible. Il faut donc trouver une méthode qui
permette d’améliorer la qualité de la reconstruction, sans avoir recours a la modification du

temps de mesure.

Un premier algorithme itératif, appelé “Back and Forth Nudging”, a été proposé par
Auroux et Blum dans |1, 5]. Puis Phung et Zhang [69] ont introduit un algorithme pour
I'équation de Kirchhoff, en se basant sur des méthodes de retournement temporel [37, 35,
qui sera généralisé par Ramdani, Tucsnak et Weiss [72].

L’idée consiste a répéter le cycle d’approximation décrit précédemment, conduisant a
I'algorithme suivant. Soit 7 > 0 tel que ||T-TF|| < 1. Pour tout z, € D(A), z; € X une

premiére estimation arbitraire de zy (souvent prise égale a 0 par la suite), on consideére les
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suites (2 )nen et (2, Jnen dans C([0, 7], X') définies par les équations différentielles

gh(t) = Atz (t) — Hy(t), Vtelo,T],
24 (0) = z,,(0), Vn>1,
75 (0) = 25 € X,

{ io(t) = —A"z(t) + Hy(t), Vtelo,T],
2, (1) = 25 (7)

Alors aprés N > 1 itérations, on a
23 (0) = z0 = (T; TV (25 — 20).
En particulier, en posant o = || T TF|| < 1, ceci implique
27 (0) = zol] < ™25 — 2]l — O, N — oo. (0.2.9)

La question de trouver un 7 > 0 tel que ||T, TS| < 1 est en partie résolue dans le cadre
des systémes conservatifs (A* = —A) avec opérateur d’observation borné C' € L(X,Y). En

effet, Ito, Ramdani et Tucsnak [18] ont montré la proposition suivante.

Proposition 0.2.4. Soient A* = —A et C € L(X,Y). Si (A,C) est exactement obser-
vable en Ty, alors pour tout v > 0, A —~yC*C' est le générateur d’un Cy-semi-groupe T

exponentiellement stable sur X et pour tout 7 > Ty, ||T-|| < 1.

Démonstration. Le fait que A — yC*C' soit le générateur d’'un Cy-semi-groupe T exponen-

tiellement stable sur X provient de la troisiéme équivalence du Théoréme de Liu 0.1.16 avec
S =nl.

Soit 29 € D(A) et t > 0. On note S le Cy-groupe d’isométrie engendré par A (voir

Théoréme 0.1.12) et on pose z(t) = S;zg et v(t) = Ti2p. La différence w = z — v vérifie

{ W(t) = Aw(t) — yC*Co(t), V>0,

La formule de Duhamel (0.1.6) nous donne alors

t
w(t) = —fy/ St—sC*Cu(s)ds.
0

Ceci implique facilement

sup (@)l <7 [ I Colt)]a
0

t€[0,7]
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et on montre donc que

/ |Cw(t)|2dt < vr]C]* / |CT 203 dt.
0 0

D’ou, puisque Cz = Cv — Cw
[ Iesialfde <20+ 2rcl) [ ICT ol
0 0

ce qui, par observabilité exacte de (A, C) en temps 7,4, nous dit que (A —~yC*C,C) est
exactement observable en temps 7.},q. En particulier, pour tout 7 > 7.}, il existe une

constante m, > 0 telle que
/ ICTuz|Bdt > mallzol® ¥ 2 € D(A).
0

Finalement, en multipliant par v ’équation différentielle vérifiée par v, et en intégrant de 0

a 7, on obtient pour tout zy € D(A)

IT-20l1* = llo(D)II* = ll20]l* - 27/ ICTezoll3-dt < (1= 2yme) ||zl
0

d’ont

IT-|| <+/(1—=2ym;) <1.

On déduit facilement de cette Proposition le Corollaire suivant.

Corollaire 0.2.5. Si A est anti-adjoint, C € L(X,Y) et (A,C) exactement observable en
temps Topg > 0, alors T T || < 1 pour tout 7 > 7.1, 0t TT et T~ sont les Cy-semi-groupes

engendrés par A —~vC*C' et —A — vC*C' respectivement, pour tout v > 0.
Enfin, nous terminons par deux remarques qui nous seront utiles par la suite.

Remarque 0.2.5. Lorsque C' € £(X1,Y) est un opérateur d’observation admissible, I’al-
gorithme s’étend par continuité et permet la reconstruction de données initiales zy € X (et

pas seulement dans D(A)).

Remarque 0.2.6. Lorsque 1'on choisit la premiére estimation de z, égale a 0, I'identité

(I — T;T})zy = 27(0) peut étre inversée a 'aide d’une série de Neumann

o

20 =Y (T;TH)"z(0). (0.2.10)

n=0
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Donc, au moins théoriquement, la reconstruction nécessite un premier cycle d’estimation
(0.2.4)-(0.2.7) pour calculer z~(0) puis la résolution successive de systémes linéaires homo-

geénes (i.e. (0.2.4)-(0.2.7) avec y = 0) en adaptant les données initiales et finales.

0.3 Application a la reconstruction de source

Nous montrons maintenant que 1’on peut utiliser ’algorithme de reconstruction de don-
nées initiales pour la reconstruction de certains termes source (i.e. a variables séparées). On
peut se référer a l'article de Alves, Silvestre, Takahashi et Tucsnak [2] pour la théorie géné-
rale, dans lequel les auteurs montrent en particulier que I’hypothése d’observabilité exacte

est suffisante pour que le probléme soit bien posé.

Soient X un espace de Hilbert, A : D(A) — X le générateur d’'un Cy-semi-groupe T sur

X et F e H,((0,00), X;) une fonction inconnue. On considére 'équation différentielle

(0.3.1)

) = A=(t) + F(t),  Vi>0,
Z(O) =z € X.

Notons que ce systéme est bien posé d’aprés le Théoréme 0.1.7.
On l'observe au travers d’un opérateur d’observation C' € L£(X;,Y), ot Y est un autre

espace de Hilbert, pendant un intervalle de temps [0, 7] avec 7 > 0. Ceci conduit & la mesure
y(t) = Cz(t), Vitelo,T]. (0.3.2)

On se pose la question suivante : peut-on reconstruire I'inconnue F' a partir de 1’obser-
vation y ?

Pour répondre a cette question, on suppose que

e [ est a variables séparées F(z,t) = A(t) f(x),

e l'intensité, c’est-a-dire la dépendance temporelle A, est connue,

e \(0) #0.
Par la formule de Duhamel (0.1.6), y(t) peut s’écrire

t
y(t) = Tyzo + / At — s)CTs fds, Vitelo,r]
0
La donnée initiale zy étant connue, on peut construire

y(t) =y(t) — Tyzo = /Ot At — s)Y (s)ds, Vitelo,T]. (0.3.3)
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Remarquons que Y (t) = CT,f n’est rien d’autre que 'observation, au travers de 1'opé-

rateur C', durant 'intervalle de temps [0, 7], de la solution du systéme

Z(t)=AZ(t), Vit >0,
Z(0)=f € X,.

On s’est ramené & la reconstruction d’une donnée initiale, aprés résolution de ’équation
de Volterra (0.3.3), et on peut donc appliquer 'algorithme itératif de la Section précédente

si (A, C) est estimable et estimable dans le sens rétrograde.

Remarque 0.3.1. En utilisant la Remarque 0.2.5, on peut reconstruire des sources f € X

si C' est admissible pour T.

La résolution de I’équation de Volterra (0.3.3) peut se faire en utilisant la transformée de
Laplace £ (voir Arendt [3] pour la définition de la transformée de Laplace sur des espaces
de Hilbert). En 'appliquant a I’équation (0.3.3), et puisque la transformée de Laplace d’une

convolution est égale au produit des tranformées de Laplace, on obtient

et donc

(L))
Y=~ (W) ().

Il est possible d’éviter le calcul de la transformée de Laplace de 'observation . D’apreés

Manzhirov et Polyanin |60, p. 114], on a

Y () = 5(t) + /0 Rt - s)js)ds,  Vie o], (0.3.4)

ou » 1

10 =2 ez 1) ©
En effet, on a

YOO =G
LEm)E)
COmE

- 200 + gz — 1) L.

= LG + LROEOLGV)E),

= L)) + L < i R(t - S)Z(s)ds) (€),

d’ou I'égalité (0.3.4) annoncée.
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Une grande partie des résultats de ce chapitre ont été publiés dans article [/5] écrit

conjointement avec Karim Ramdani.

Nous présentons dans ce Chapitre 1 des résultats d’analyse numérique sur la discréti-
sation spatiale (dans un premier temps) puis totale de l'algorithme de reconstruction de
données initiales, rappelé au Chapitre 0, appliqué a une équation de Schrodinger abstraite
avec opérateur d’observation borné. En particulier, nous donnons dans les Corollaires 1.2.2
et 1.3.2 le nombre d’itérations optimal a calculer, et 'ordre de convergence correspondant.

Nous concluons par quelques simulations MATLAB numériques en une dimension d’espace.

1.1 Le probléme continu

Soient 2 C R? un domaine borné, d € N*, de frontiére 02 réguliére. On s’intéresse dans

ce chapitre a I’équation de Schrédinger sur €2 avec condition de Dirichlet homogéne au bord,
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qui s’écrit
d
—z(x,t) = —iz a—ml%z(x,t), Voet>0,

z(z,t) =0, Vaoedt>0,
2(7,0) = z(x) € H*(2) N Hy(K2).

La question qui nous intéresse dans cette Section concerne la possibilité de reconstruire z
dans L?(2) a partir de la connaissance de I’état z(z,t) sur un sous-domaine @ C €2 pendant
un intervalle de temps [0, 7], d’ou le terme d’observation interne. On réécrit ce probléme de

maniére abstraite, en posant
d_ g2
Ag=—-A=-) " : D(4) = H(Q)NHQ) = X = L*(Q),
k=1

et
C:X =Y =1L*Q), Cz = X|p%, Vze X,

oll X|,, est la fonction caractéristique de O. On obtient alors I’équation différentielle (1.1.1)
a laquelle nous allons appliquer la méthode de reconstruction par observateurs décrite dans

les préliminaires. Plus précisément, on se place dans le cadre suivant.

Soient X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -) et de sa norme associée || - ||
et Ag : D(Ap) — X un opérateur auto-adjoint défini positif. Pour tout a@ € R, on notera
(-,)a €t || - ||as le produit scalaire et la norme associée dans D(AF). L’équation de (type)

Schrodinger est donnée par

{ A(t) = iAoz(t), vi20, (1.1.1)

2(0) = zp € D(Ap).

Soient C' € L(X,Y) un opérateur d’observation, ot Y est un autre espace de Hilbert,
et y(t), la mesure sur [0, 7] donnée par (0.2.2). On suppose que 7 > 0 est tel que (iAg, C)
est exactement observable en temps 7. En particulier, si ) est un rectangle dans R?, alors
(1Ap, C) est exactement observable en tout temps 7 > 0, quelque soit la zone d’observation

(voir par exemple Komornik [52] ou Tucsnak et Weiss [88, Théoréme 8.5.1.]).

On commence par remarquer que Ay est anti-adjoint, en d’autres termes, 1’équation de
Schrédinger (1.1.1) est conservative. Alors par le Théoréme de Liu 0.1.16, AT = iAy — C*C
(resp. A~ = —1Ag— C*C) est le générateur d’'un Cy-semi-groupe T (resp. T™) exponentiel-

lement stable. Alors les observateurs direct et rétrograde (0.2.4) et (0.2.7) sont donnés par
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(on choisit z; = 0 comme premiére estimation de z)

{ FH() = iAozt (1) = OO () + Cry(t), Ve (0,7, (1.1.2)
21 (0) =0,
{ 2_Et)>:_iio<z )w reesmmevn e (1.1.3)

D’aprés la Remarque (0.2.6), on a 1’équation (0.2.10), que 'on rappelle

o0

20 = 3 (T T2 (0).
n=0

En pratique, il faut donc discrétiser les observateurs (1.1.2)-(1.1.3) et tronquer la série de
Neumann pour reconstruire numériquement zy. Nous allons dans la suite faire I'analyse
numérique d’un schéma combinant la méthode de Galerkin en espace et la méthode d’Eu-
ler implicite en temps. Pour cela, nous avons besoin de supposer quelques hypothéses de
régularité supplémentaires.

e On ne reconstruit que les données initiales zy € D (A2).

e On suppose que C*C' € L(D (A2))NL(D(Ay)) (en pratique, cela signifie que la fonction

X|o €st approchée par une fonction lisse).

1.2 Discrétisation en espace

1.2.1 Reésultat principal

Clairement, les deux systémes (1.1.2)-(1.1.3) peuvent se réécrire sous la forme plus gé-
nérale d'un probléme de Cauchy avec donnée initiale (le second est simplement retourné

temporellement)

{ §(t) = +idog(t) — C*Cq(t) + F(t),  Vtelo,7], (1.2.1)

q(0) = qo,

ou l'on a posé
e pour l'observateur direct (1.1.2) : F((t) = C*y(t) = C*C=z(t) et ¢o = 0,
e pour l'observateur rétrograde (1.1.3) : F'(t) = C*y(1 —t) = C*Cz(1 —t) et qo = 27 (7).

Nous allons utiliser la méthode de Galerkin pour discrétiser I'équation (1.2.1). Plus pré-
cisément, on suppose que ’on dispose d’une suite de sous-espaces de dimension finie (X},)z~0

1 1

dans D (Ag ), muni de la norme héritée de X. On note 7, la projection de D <A§ ) dans
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Xy, et on suppose qu'il existe M > 0, 6 > 0 et h* > 0 tels que pour tout h € (0, h*), on ait
1
Imup = oll < MEYllglly, Vo eD (A7), (12.2)

Pour tout ¢y € D (A2), la formulation variationnelle de (1.2.1) s’écrit

(q(1), p) = £i{q(t), ¥)
q(0) = qo.

L= (C°Cq(t).0) + (F(t)9),  Vte[orl,peD(A]),
(1.2.3)

On suppose que l'on dispose d’approximations de gy et F', notées qo; € X, et Fj, dans

leurs espaces respectifs X et L'([0, 7], X). Pour tout ¢ € [0, 7], on définit ¢4 (¢) € X}, comme

I'unique solution du probléme variationnel

—(C*Caqn(t), pn) + (Fu(t), en), V on € Xp,

1
2

{ (Gn(t); pn) = Fiqn(t), pn) (1.2.4)

qn(0) = qo p-

Ceci conduit en particulier a la définition des versions semi-discrétisées Tf des Cj -semi-

groupes T*. En effet, il suffit de poser

Tlttq() = Qh(t)v Ti:,tqo = qh(T - t)7

ou ¢y est la solution de (1.2.4) avec le signe correspondant, Fj, = 0 et gon = Thqo-

On suppose maintenant que 1'on dispose d’une approximation y; de y (correspondant &
notre pas de discrétisation h) dans L'([0,7],Y). Soient z;" et 2, les approximations respec-
tives de zT, solution de (1.1.2), et 2z, solution de (1.1.3), données par le schéma (1.2.4).

Autrement dit, 2} et z;, sont les solutions de

{ (5 (0), 0n) = i (1), on) sy, — (C*C(0), )+ (Coun(0). on).

+(C*Cz, (1), o) — (C*yn(t), vn),

pour tout ¢t € [0, 7] et tout ), € X},. On écrit alors une version discrétisée de 1’égalité (0.2.10)

Np

Zon = (T, T} )"z, (0), (1.2.5)

n=0

ot Nj, est un réel positif (on somme donc jusqu’a sa partie entiére). En particulier, nous
verrons qu’il existe un nombre d’itérations optimal (on exclut donc de faire tendre Nj, vers

I'infini) en fonction du pas de discrétisation.
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Les résultats suivants nous garantissent que zpj est une “bonne” approximation de z.

Théoréme 1.2.1. Soient Ay : D(Ayg) — X un opérateur auto-adjoint défini positif et
C € L(X,Y) tel que C*C € L(D (A3)) N L(D(Ap)). On suppose que (iAg, C) est exactement
observable en temps T > 0 et on pose n = | T; TS| < 1. Si 29 € D (A32) est la donnée initiale
de (1.1.1), on définit zp par (1.2.5).

Alors il existe M > 0 et h* > 0 tels que pour tout h € (0, h*)

Np+1 T
20 = soall < 3 (3 44702 ) Baalle + 8 [ 1" 0t0) = el

Un choix particulier de N, permet d’obtenir une erreur uniquement en fonction de h.

Corollaire 1.2.2. Sous les hypotheses du Théoréeme 1.2.1, on pose

1
N, = o
Inn

Alors il existe M, >0 et h* > 0 tels que pour tout h € (0,h*)

20— z0ll < M, (fﬁ i blzol + ] [0 (ote) - yh@))udt) .
0

3
Remarque 1.2.1. En fait, ces résultats restent vrais pour zy € D <A§>, avec les mémes
preuves (il suffit d’adapter les espaces). Cependant, ce n’est plus vrai dans le cas totalement

discrétisé, on limitera donc notre analyse aux données initiales zy € D (A2).

Remarque 1.2.2. Remarquons que le dernier terme de cette estimation donne directement

une borne pour le bruit maximum admissible, en fonction de h, garantissant la convergence.

1.2.2 Démonstration

Avant de démontrer le Théoréme 1.2.1, nous avons besoin de quelques résultats préli-
minaires. La proposition suivante donne une estimation entre I’approximation en espace ¢y,
donnée par (1.2.4) et m,q, projection sur X} de la solution de (1.2.3), dans X. On peut
retrouver ce type d’approximation dans le livre de Raviart et Thomas 73] ou dans le papier
de Johnson et Thomeée [19]. Bien que classique, il s’agit de ’étape la plus importante dans

la démonstration du Théoréme 1.2.1.

Proposition 1.2.3. Soient qo € D (A3), qon € Xn, q et qu les solutions respectives de
(1.2.3) et (1.2.4). Supposons que C*C' € L (D(Ap)), alors il existe M > 0 et h* > 0 tels que
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pour tout t € [0,7] et tout h € (0,h*)

t
Imua(t)=an(6)] < mado—aosl+ 208 [t (loll + Flle) + 1 Fllac]+ | IF(5)=Fi(s)ds,
0

0t || Fllae0 = Jup 1E()]]a-
€|0,7

Démonstration. Premiérement, on soustrait (1.2.4) de (1.2.3). On obtient (on omet la dé-
pendance en temps pour plus de clarté)
(¢ = dnpn) = £i(q — an, o)1 — (C*C(q — aqn), n) + (F' = Fy, 1), V on € Xp.

1
2

En se rappelant que (m,q — ¢, <ph>% = 0 (par propriété de la projection) pour tout ¢, € X},
et que 7,4 a un sens par la régularité de g (voir (0.1.7) avec D (A2) a la place de X), on

obtient de I'égalité précédente que pour tout ¢, € X,

—(C*C(q = qn) , on) + (F — Fu, 0n) -
(1.2.6)

(Thd — Gn, ) = (ThG — 4, ©n) £ 1 (Thq — qn, ©n)

1
2

D’un autre coté, en posant
£ = 3lma— il
on obtient
En = Re (Tnq — Gn, 7hq — 1) -
En appliquant (1.2.6) avec ¢, = m,q — ¢, et en substituant le résultat dans 1’équation

précédente, on obtient en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que C' est borné

qu’il existe une constante M > 0 telle que

En < (llmng = dll + Mllmng — all + | F = Full) | mna — anl] -
—_——
=V2&,

Puisque 2&, intégrer de 0 a t nous donne

&  d
V28, dt
Imra(t) = an(®)]l < ll7ago — qonll + /0 (Imnd(s) — q(s)[l + M|mng(s) — q(s)]) ds

+/O IF(s) — Fy(s)||ds. (1.2.7)

Il nous reste a borner ||m,4(t) — q(¢)]| et ||mnq(t) — q(¢)|| pour tout ¢ € [0,7]. En utilisant
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(1.2.2) et Pinjection continue de D(AZ) dans D(AJ) pour a > 3, on obtient

{ Imnd(t) — g < MEJlg@)]1s < ME[|()]s, Wit e0,7],h e (0,h").

lmna(t) — g < MEq(®)]ly < ME°q()]]2,

En utilisant les relations (0.1.13) et (0.1.14) prouvées dans le Lemme 0.1.19, on obtient pour
tout ¢ € [0, 7] et tout h € (0, h*)

I (t) = a(®)ll + Imaa(t) — a®)] < MA” (laollz + tIF ll2.00 + | Fll100) -

En substituant cette inégalité dans (1.2.7), on obtient le résultat. |

En utilisant ce dernier résultat, on déduit une estimation d’erreur sur les discrétisations
b

des Cp-semi-groupes T+,

Proposition 1.2.4. Sous les hypothéses de la Proposition 1.2.53, les affirmations suivantes

sont vrates.

1. 1l existe un M > 0 et un h* > 0 tels que pour tout t € (0,7) et tout h € (0, h*), on ait
H’]Th']r:_qO - Tl—;tqu S Mth0||qO||2, (128)

|mn Ty g0 — Ty po|| < M (T — £)B°|qoll2. (1.2.9)

2. Il existe un M > 0 et un h* > 0 tels que pour tout n € N, tout t € [0,7] et tout
h € (0,h*), on ait

(T T ) g0 — (T;0 Tir )" qoll < M(L+n7)h’ |02 (1.2.10)

Démonstration.
1. Il suffit de prendre F' = Fj, = 0 et qo, = mrqo dans la Proposition 1.2.3.

2. On remarque en premier lieu que

(T T)" a0 — (T, Ty )" ol < I1(Ty T)"q0 — 7 (Ty Ty )" ol |+l (Ty Ty )" go — (T Ty )" ol
(1.2.11)
En utilisant (1.2.2) et le fait que | T, T{ || z(p(a)) < 1 prouvé dans le Lemme 0.1.18, le premier

terme de I'inégalité précédente peut étre estimé par
(T, T} )" g0 — 7 (T, T, )"qoll < Mh|Igolla, vV h e (0,h"). (1.2.12)
Pour le second terme de (1.2.11), on prouve par récurrence que pour tout n € N
|7 (T; T ) g0 — (T, Thr )" qoll < Mnth?||qo||2, V h e (0,h). (1.2.13)

47



CHAPITRE 1. EQUATION DE SCHRODINGER

En effet
|7 Ty T qo — Ty T gto| < |7 T T a0 — Ty T dol| + || T o (T g0 — T ,00)] -
Par le Lemme 0.1.18 et la relation (1.2.9), on obtient
17T, T go — T30 T qoll < M (7 — 1)1 || qoll2, v h e (0,h7).

Evidemment, || T}, ||z(x) est uniformément borné en h (cela vient par exemple de (1.2.9)), et
donc par (1.2.2) et la relation (1.2.8), on a pour tout h € (0, h*)

1T, (T g0 — Trrpa0)ll - < 11T g0 — 7Ty qoll + |ma Ty g0 — T} ol
< Mth9||q0||2,

En conséquence
Imn T T do — T Thaoll < MW qolls, ¥ he (0,1, (1.2.14)

ce qui montre que (1.2.13) est vrai pour n = 1. Supposons maintenant qu’elle soit vérifiée

pour n > 1, alors
I (T T a0 — (T T )" aoll < M = 1) o]l (1:2.15)
On écrit

17 (T3 T )" q0 — T Ty ool < Ty T (T TE)" g0 — Ty T (T )" o
+ T Ty (T T)™ g0 — (T Ty )" o)

Grace au Lemme 0.1.18 et au fait que [T}, , Ty [lz(x) est uniformément borné en h (puisque
c’est le cas pour H']Tft”), en utilisant (1.2.14) et (1.2.15), on obtient

7 (T7 T3) "0 — (T3 T ) o]l < M (7 + (n = 1))l goll2,
qui est exactement (1.2.13). En substituant (1.2.12) et (1.2.13) dans (1.2.11), on obtient le

résultat annoncé. [}

Nous somme dorénavant capable de démontrer le Théoréme 1.2.1.

Np,
Démonstration du Théoréme 1.2.1. En ajoutant le terme Z(T%TL)”Z’ (0), on réécrit la

n=0
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différence 2y — 2o de la facon suivante

00 Ny,
20— 200 =y (T;TH)"27(0) — Z(TMTL)" n (0),
n=0
= > (T, T)"27(0) + Z ((T7T)" = (T, T5,)") 27 (0)

n>Np,

Ny,
+ 3 (T3 T )" (27(0) = 2, (0)) .
n=0
Alors
120 = 2ol < S1+ S5+ S, (1.2.16)

ou l'on a posé

((Si=" (T, T})"=(0)

TL>Nh

ZH ((T7TH)" = (T7,T7,)") =~ (0)]],
- (Z T3 ) 70 - 50

Remarquons que le terme S; est le reste de la série (0.2.10) tronquée a Ny, itérations, que le

terme Sy représente l'erreur cumulée (& chaque itération) due a I'approximation des semi-

groupes T+ alors que le terme S3 provient de Papproximation de z~(0).

Puisque n = ||T-T!|lzx) < 1, en utilisant (0.2.8), le premier terme ne pose pas de
probléme
T]Nh"’_l
Sh §M1_n|]z0\|2. (1.2.17)

Sy peut étre estimé en utilisant la relation (1.2.10) de la Proposition 1.2.4
Np,
Se < M (Z(l —i—m‘)) Rz (0)]]2, vV h e (0,h").
n=0

De plus, en utilisant encore une fois (0.2.8) et le fait que ||T; T} ||pc42) < 1 dans la relation

précédente, on obtient finalement
Sy < M[1 +(1L+7)N, + N,ﬂ W\lzll, YR e (0,h"). (1.2.18)

Il reste a borner le terme S3. Puisque || T;T/||zx) < 1, Perreur sur la composition des

semi-groupes (1.2.10) implique que [T}, T} | z(x) est uniformément borné¢ en h par 1, pour
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h suffisamment petit. Alors, on a

S3 < MNy ||z (0) — 2, (0)

7 1.2.19
< MN, (|[z7(0) = mpz=(0) || + ||mnz=(0) — 2, (0)]]) - ( )

Par (1.2.2) et (0.2.8), on obtient immédiatement
|27(0) = mrz= (0)|| < MA%||z0]l2. (1.2.20)

Pour borner le second terme 7,27 (0) — 2, (0), on applique deux fois la Proposition 1.2.3.
Premiérement pour I'observateur rétrograde retourné temporellement z~ (7 —-) et pour I’ob-
servateur direct 2% (le retournement temporel n’est nécessaire que parce que l'on a écrit la
Proposition 1.2.3 pour des problémes de Cauchy avec donnée initiale et non finale). Aprés

quelques calculs, on obtient pour tout i € (0, h*)

a7 (0) = 2 O)]] < M [7(1=* (D) + €Y lh.) + 72Ol

+Aww@v—@ﬂmﬁwmm+éww@@—m@ww.umn

Gréce a lestimation d’énergie (0.1.13) du Lemme 0.1.19, avec une donnée initiale nulle, on
a
127 (P)ll2 < 71C™Yll200-

Alors (1.2.21) peut s’écrire
[7127(0) = 2 (0)|| < MP (7 + 7) [ C*yl200 + 2/ 1C™ (y(s) — yn(s)) llds.
0

Puisque C*C € L (D (A42%)) N L (D(Ap)) et ||z]|2.00 = ||20]]2 (14 est anti-adjoint), la derniére

relation devient
|27 (0) — 2, (0)]| < MAP (7 +7%)]|20]l2 + 2/ 1C™ (y(s) — yn(s)) |lds.
0

En substituant I'inégalité précédente et (1.2.20) dans (1.2.19), il vient

S3 < MN,, (he(l +7 4+ 7 ||20]]2 + /OT IC* (y(s) — yn(s)) ||ds) . (1.2.22)
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En substituant (1.2.17), (1.2.18) et (1.2.22) dans (1.2.16), on obtient pour tout h € (0, h*)

Nh+1

120 — zo|| < M[ (2 +h 1+ (1+74+7°)N, + rN,f]) [ENIE
N [0 wl) — unlo) 5],
0
ce qui améne au résultat annoncé (en réduisant h* si nécessaire). n

Le Corollaire 1.2.2 n’est alors qu’un choix particulier de N}, dans ce Théoréme.

Démonstration du Corollaire 1.2.2. On souhaite faire en sorte que le terme

nNh+1 P 9
(3= 442 Dol

tende vers zéro, quand h tend vers zéro, dans le Théoréeme 1.2.1. En posant

Inh
Nh - ‘gn_a
Inn

il existe un M, > 0 tel que

it
( + heTNi) ||Zo||2 = MThg 1112 h”ZQHQ — 0.
1-— n h—0

1.3 Discrétisation totale

1.3.1 Résultat principal

L’objectif de cette sous-section est de discrétiser totalement les observateurs direct et
rétrograde pour reconstruire la donnée initiale z; du probléme (1.1.1). On va pour cela
ajouter un schéma d’Euler implicite en temps au schéma de Galerkin en espace, en repartant
de la forme faible (1.2.3). En d’autres termes, on discrétise l'intervalle [0, 7] par un pas de
temps At > 0, en posant t;, = kAt pour tout entier 0 < k£ < K, ou l'on suppose, sans
perte de généralité, que 7 = KAt. Alors la dérivée d’une fonction du temps f continument
dérivable sera approchée en t; par

f(tk) — f(tk—l)

f(tr) ~ Dof(ty) = AL :
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On suppose que qo, € X et F¥, pour 0 < k < K, sont des approximations de gy et F()

dans X. On définit (gF)o<r<rx comme la solution du probléme suivant : pour tout 0 < k < K

{ (Dygf, 1) = +i (qf, on)

q2 = qo,h-

1= <C*quk{a 90h> + <F/fa 90h> ) vV on € X,

(1.3.1)

Cette formulation conduit en particulier & une approximation naturelle Tf Az des Cop-semi-

groupes ’]I‘i en posant

- _ ok - _ Kk
Thatkd0 = Gh, Thaekdo =@ >

ot ¢f est solution de (1.3.1) avec Ff =0 pour tout 0 < k < K et qo, = mho-

Si l'on dispose, pour tout 0 < k < K, de y¥, une approximation de y(t;) dans Y, on
définit les suites ((zf{)k> et ( (z;)k) , approximations respectives de (1.1.2) et
0<k<K 0<k<K
(1.1.3), vérifiant

{ <Dt(2}f)k, 90h> =1 <(z,f)k, gph>% — <C’*C’(z,f)k, <ph> + <C’*y,’§, g0h> , YV on € Xp,

(") =0.

{ (Dy(z;)F, on) =1 <(Zﬁ)k>s0h>% +(C*C(z, )k, on) — (C*yF, on), vV on € Xy,
()5 = (z)".

De cette discrétisation, on déduit une version totalement discrétisée de 1'égalité (0.2.10)

Np,at

20,h,At = Z (TI:,At,KT}tAt,K)n(ZI:)Oa (1.3.2)

n=0

ot Nj, ar est un réel positif (on somme donc jusqu’a sa partie entiére).

Alors on a le résultat principal de cette sous-section, qui est la contre-partie totalement
discrétisée du Théoréme 1.2.1, qui garantit le fait que zp, A+ est une “bonne” approximation

de zg.

Théoréme 1.3.1. Soient Ay : D(Ag) — X un opérateur auto-adjoint défini positif et C' €
L(X,Y) tel que C*C € L(D(A3)) N L(D(Ay)). On suppose que (iAy, C) est exactement
observable en temps T > 0 et on pose n = | T, TF|| < 1. Si 29 € D (A2) est la donnée initiale
de (1.1.1), on définit zopar par (1.3.2).

Alors il existe M > 0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout h € (0,h*) et tout At €
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(0, At*)

Np,at+1

120 — zop.atl] < M[ (711 —

W+ AH(+ T>Nz,m) l0ll

K
+ NoarAt Y [[C (y(te) —yn) | |-
=0

Un choix particulier de Nj, o permet d’obtenir une erreur uniquement en fonction de h
et At.

Corollaire 1.3.2. Sous les hypotheses du Théoréeme 1.5.1, on pose

In(h? + At)

Npat = Iy

Alors il existe M, > 0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout h € (0, h*) et At € (0, At*)

K
20— 20n.ael < Mo [ (B + At)In*(h? + At)||z0]l2 + [In(h? + At)| ALY [|C* (y(te) — wi) || -
/=0

Remarque 1.3.1. Remarquons que le dernier terme de cette estimation donne directement,
comme dans le cas semi-discrétisé, une borne pour le bruit maximum admissible, en fonction

de h et At, permettant la convergence.

1.3.2 Démonstration

Comme dans le cas semi-discret, la proposition qui suit (la contre-partie de la Propo-
sition 1.2.3) est l'outil principal de ce résultat. Elle donne une estimation de 'erreur de la
discrétisation totale de (1.2.3) par (1.3.1).

Proposition 1.3.3. Soient gy € D (A32), qon € Xn, q et (¢F)o<r<x les solutions respectives
de (1.2.3) et (1.3.1). Supposons que C*C' € L (D(Ap)), alors il existe M > 0, h* > 0 et
At* > 0 tels que pour tout h € (0,h*), tout At € (0, At*) et tout 0 < k < K

Imaq(tr) — arll < 1mngo — qonll

k
+M (Atz I1E(t0) — Ffll + (8 + Ad) [t (laolle + 1o + [1£]10) +tz||F||2,m]) .
/=1

Démonstration. On note rq(tx) le reste d’ordre un du développement en série de Taylor de
g autour de t;_1, alors
q(te) —q(te—1) 1

At - Erl<tk) = Dyq(tx) — éﬁ(tk)- (1.3.3)

q(te) =
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En soustrayant (1.3.1) de (1.2.3), on obtient pour tout 1 < k < K pour tout ¢, € X},
(Dr (mna(te) = i) on) = (Di (mna(ts) = a(ts) s on) £ (maq(te) = > on) s
1
—{(C*C (qtr) — af) ,on) + x (ri(te), on) + (F(te) — Fyony . (1.3.4)
Pour tout 1 < k£ < K, on pose
1
& = 5 llma(te) = aill>.

En utilisant 'identité

1 2 2 2

§(||UH —[vl* + lu = v[]*) = Re (u—v,u), Vu,v € X,

on obtient facilement pour tout 1 < k < K

D&y < Re (Dy (mnq(te) — qi) s maq(te) — qi) - (1.3.5)

En substituant (1.3.4) avec ¢;, = m,q(ty) — ¢f dans la précédente inégalité et en utilisant

le fait que C' soit borné, on obtient I'existence d'un M > 0 tel que pour tout 1 < k < K

D&y < [IDr (mag(ti) — q(te)) | + Mllmng(ti) — q(ti) |

@)+ 1) — B i) — abll. (136

En utilisant les relations (faciles a vérifier)

DiEf = Dy /ef (\/57; + W) , (1.3.7)
Imatee) - ot < V2 (2 + /2. (133

on obtient de (1.2.2) and (1.3.6) que pour tout h € (0, h*)

et

1
D/l <M (he (I1Dsg(t) 1y + Nty ) + 5 Ira )|+ 17 () - F,fn) .
D’aprés (1.3.3) et en utilisant les estimations d’énergie (0.1.13) et (0.1.14) du Lemme 0.1.19,
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la derniére inégalité nous donne

D /ek < M(fﬂ (laolls + tell Fllzmo + [ Flloo) + 1F () — FE

h? 1
+ gl + g lnel). (139

Pour finir, il faut borner les deux derniers termes provenant du développement de Taylor.

Par définition de r1, on a

ri(ty) = q(te-1) — q(ts) + At q(ty),
1
dans D (Ag), et par le théoréme des accroissements finis, on obtient

Il < At sup [li(s)]5 + Al .

se[tk_l,tk]

En utilisant encore une fois (0.1.14), on obtient 'existence d'un M > 0 tel que
I (t)lly < MAE ([lgoll2 + el F'll2.0 + [ Fll100) - (1.3.10)

Alors par la régularité de ¢ (voir le Lemme 0.1.19), le reste r; peut s’écrire sous forme
intégrale
tg
(1) = / i(s) (b — s) ds,
th—1
dans X, et donc
[ri ()] < A sup [[G(s)])-

Se[tk_l,tk]

En utilisant I’équation (1.2.1) verifiée par ¢ et le fait que C' soit borné, on a

i) = | %o = %{ £ir00) - cca) + F@)}|
< )+ Mg+ 1F O,

D’o1, encore une fois par (0.1.14), il vient
It < A2 (llgolla + il Fllzco + 1 Fllioo + 11l ) - (1.3.11)

En substituant (1.3.10) et (1.3.11) dans (1.3.9), on obtient le résultat. |

Remarque 1.3.2. C’est l'inégalité (1.3.5) qui nous dicte d’utiliser un schéma implicite.
Un autre schéma en temps sera utilisable (sans modifier cette démonstration), si une telle
relation est vérifiée. On pourra aussi s’intéresser aux travaux d’Ervedoza, Zheng et Zua-

zua [34, 35|, qui ajoutent une viscosité numérique pour conserver le caractére dissipatif du
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probléme discrétisé lors de l'utilisation d’autres schémas.

De cette Proposition, on dérive une estimation de I’erreur pour Ti (pour tout 1 < k <

K), la contrepartie de la Proposition 1.2.4.

Proposition 1.3.4. Sous les hypotheses de la Proposition 1.3.3, les affirmations suivantes

sont vérifiées.

1. Il existe M > 0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout h € (0,h*), tout At € (0, At*)
et tout 0 <k < K

Hﬂ-hT:;qo - T;At’quH S Mtk(he + At)”qoﬂg, (1312)

|72 Ty a0 — Ty agplo]| < M(7 = ti)(h° + At)|go]l2. (1.3.13)

2. 1l existe M > 0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout n € N, tout h € (0,h*), tout
At € (0,At*) et tout 0 <k < K

(T T3 = (Tp s Than) ol < MR 407 (0 4+ A8)] olls. (13.14)

Démonstration.
1. 11 suffit d’appliquer la Proposition 1.3.3 avec F(t;) = FF = 0 pour tout 0 < k < K et

qo,n,At = Thq0-
2. Remarquons dans un premier temps que

(T3, T ) g0 = (Thaew T aes) " doll < II(T7 T )" q0 — 7 (T3, T7 )" ol
+ 17 (T T ) 0 — (T ak Th acs) "ol (1.3.15)

En utilisant (1.2.2), le fait que [[(T; T{)"||zpay < 1 (voir le Lemme 0.1.18), le premier

terme de l'inégalité précédente devient
(7, T ) g0 — 7a(T3, T, )" qoll < MA°[lgolo, Vhe(0,h). (1.3.16)

Pour le second terme de (1.3.15), on montre par récurrence que pour tout n € N, tout
h € (0,h*) et tout At € (0, At*) (pour un certain At* > 0), on a

70T ) a0 = (T a0 T ) "doll < Mty (B + A2) o]l (13.17)

En effet

||7ThT;€ T;: 4o — T;,At,kT;,At,qu H

< ||mTe, Todo — Ty acw Tendol| + || Thoaek (Terdo — iy aeso) || -

o6



1.3. DISCRETISATION TOTALE

En utilisant (1.3.13) et le Lemme 0.1.18, on obtient
Hﬂ'hT;cT:,;QO - T;_L,At,kTZLQOH < Mty (h* + At) ||gollo-

Evidemment | T, arillccx) est uniformément borné en h et At, et donc par (1.2.2) et (1.3.12),

on obtient

||Tﬁ,At,k (Ttt - Thmk) QOH < HTiqu - ”hTtthH + H”hTttCIO - TZ,At,quH

Donc
|mn Ty T g0 — Ty au s Th acpto|] < Mty (h° + At) llgoll2, (1.3.18)
ce qui montre que (1.3.17) est vérifiée pour n = 1. Supposons maintenant qu’elle soit vérifiée
pour n > 1
(T T 0 — (T ek T o) a0l < M0 — )t (B + A1) flaol2. (1.3.19)

En écrivant

Hwh(T;kT;;)nqo - (T};At,kT;At,k)anH
< ||lmn Ty, Ty (T, T )™ g0 — Tf:,AakT;,At,k(Tz;T;;)n_lqoH

+ ||T;,At,k']rim,k((Tt_sz;)n_lqo — (T}:,At,kT;At,k)n_lqO)H?

on obtient par le Lemme 0.1.18, le fait que ||T} . . Th a¢xllccx) soit uniformément borné en
h et At, (1.3.18) et (1.3.19) que

H7Th(T;€T;;)nCIO - (TI;At,kT;;At,k)anH <M [(1 +(n— 1))t (he + At” q0l]2,

qui est exactement (1.3.17). En substituant (1.3.16) et (1.3.17) dans (1.3.15), on obtient le

résultat annoncé. [ |

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 1.3.1.

Démonstration du Théoréme 1.5.1. Comme dans le cas de la semi-discrétisation, on com-

o7



CHAPITRE 1. EQUATION DE SCHRODINGER

Np,at

mence par introduire le terme g (Ty Atk T aei)" 2 (0) dans la différence 2o — 2on,a¢

n=0
00 Np, At
— n,.,— — n —\0
20 T R0,h At = Z(Tr T7)"27(0) — Z (Th,At,KTz,At,K) (Zh) )
n=0 n=0
Ny, at
= > (T; T2 (0) + Y (T, TH" = (T ar kT ack)") 2 (0)
n>Np At n=0
N}L
_ n{ — _\0
+ Z(Th,At,KTZ,At,K) <Z (0) - (Zh) > .
n=0
Alors on a
||ZQ — ZO,h,At“ S 51 + SQ + Sg, (1320)
avec
Si= Y [T o).
n>Nh,At
Np,at

I

S, = (ﬁ; H(T;,At,KT;AnK)nHC(X)> Hz-<o> = (z;)oH |

Puisque n = ||T- T} ||zx) < 1, Le premier terme est facilement borné

$= 3 (T T = (T Than)™) 27 (0)
n=0

\

Np,ast+1

n
. 1.3.21
1= 1202 ( )

S1<M

Sy quant & lui peut étre borné par I'estimation (1.3.14) de la Proposition 1.3.4

Np. At
Sy <M | Y- (W +nr(h’ + A1) | 27 (0)]2 Y h e (0,h%), At € (0, At*).

n=0

D’aprés (0.2.8) et le fait que || T; T} ||pa2)y < 1 (voir Lemme 0.1.18), on a pour tout h € (0, h*)
et tout At € (0, At*)

So < M [14 (1+7)Nyae+ (14 7)NZ ] (7 + At) [ 20]2- (1.3.22)

Il reste le terme Ss, mais puisque || T} A, Ty as xllc(x) est uniformément borné en h et At,

on a

S3 < MNpae||z7(0) = (2,)°]]

< M Ny (Hzi(o) - thf(())H + Hﬂ'hz*(O) — (Z}:)OH) ' (1.3.23)

o8



1.3. DISCRETISATION TOTALE

Par (1.2.2) et (0.2.8), on obtient immédiatement que
|27 (0) = w27 (0)|| < MA?|| 2] (1.3.24)

Pour le second terme m,27(0) — (2;)°, on applique deux fois la Proposition 1.3.3. Une
premiére fois & 'observateur rétrograde retourné en temps z~ (7 — ) puis a l'observateur
direct 2z (le retournement temporel n’est 1a que parce que la Proposition 1.3.3 est écrite
pour des problémes de Cauchy avec donnée initiale et non finale). Aprés quelques calculs,
on obtient pour tout h € (0, h*) et tout At € (0, At*)

727 (0) = (5)° | < M(R? + At) [7(|* (7|2 + 1C"Ylle0 + 1C*Fll) + T C7yll200]

+ ALY (gl — ) = ) |+ AEDTICT (y(te) — uf) Il (13.25)
=1 =1

En appliquant le résultat de régularité (0.1.13) du Lemme 0.1.19 avec une donnée initiale
nulle, on obtient

127 (7)ll2 < TIC*Y |20
Puisque C*C' € L (D (43)) N L (D(Ap)) et ||z]|2.00 = ||20]l2 (iAo est anti-adjoint), (1.3.25)

devient

[z (0) = (23,)° | < MR + At)(7 +7°) |20l + 248 Y (1C* (y(te) — yi) |l

En substituant la relation précédente et (1.3.24) dans (1.3.23), on obtient

K
S5 < MNj e ((fﬁ + AL+ 7+ 7)) 20l + At > (IC* (y(te) — yr) ||> . (1.3.26)

£=0

En substituant (1.3.21), (1.3.22) et (1.3.26) dans (1.3.20), on obtient pour tout h € (0, h*)
et tout At € (0, At*)

nNh,At+1
1—mn

K
|20 — z0.n,a¢ < M<Nh,AtAtZ 1C* (y(te) —up) || + 1zoll2
£=0
+ (A + At) [1+ (1 + 7+ 7%)Nyae + (1 +7)NE A, ||20||z> :

ce qui améne au résultat (en réduisant h* et At* si nécessaire). |

Le Corollaire 1.3.2 n’est alors, comme dans le cas semi-discrétisé, qu'un choix particulier

de Nj a¢ dans ce Théoreme.
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CHAPITRE 1. EQUATION DE SCHRODINGER

Démonstration du Corollaire 1.5.2. On souhaite faire en sorte que le terme

(nNh,At+1

04 AN+ 7N )

tende vers zéro, quand h et At tendent vers zéro, dans le Théoréme 1.3.1. En posant

In(h? + At
Npat = ‘9¥

Y

Inn

il existe un M, > 0 tel que

(nNh,At+1

+ (h” + A)(1+ T)Nim) [20ll> = Mo (A + At) In*(h + At) |1zl , = 0.
11— 7 , h,At—

0

Remarque 1.3.3. Remarquons qu’en particulier, nous n’avons pas besoin de condition de
type CFL.

1.4 Simulations numériques

Les simulations numériques de cette section ont €été effectuées sous MATLAB.

Nous allons étudier numériquement l’estimation d’erreur du Théoréeme 1.3.1 sur ’exemple
de I'équation de Schrédinger sur I'intervalle [0, 1], avec condition de Dirichlet. On discrétise
pour cela les observateurs continus (1.1.2)—(1.1.3), en utilisant une discrétisation en espace

(parameétre h) par éléments finis d’ordre un, et par différence finie implicite en temps (pa-

1
10
de temps [0, 7], 7 > 0. D’aprés Tucsnak et Weiss |88, Théoréme 8.5.1.] (voir aussi Komornik

ramétre At). On suppose que 1'on observe I'état sur 'intervalle [0, |, durant un intervalle

[52] dont la démonstration pour I’équation de Petrowski est identique a celle pour ’équation

de Schrodinger), le systéme continu est alors exactement observable en tout temps 7 > 0.

Qualité de la reconstruction

Nous commencons par tester la qualité de la reconstruction, en choisissant 7 = 0,2. On
ajoute 5% de bruit composé de sinusoides de fréquence différente et d’aléatoire uniforme.
Le nombre d’itérations Nj, o+ est choisi égal a 15. Le choix du gain v = 500 sera discuté plus

loin.
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Partie réelle initiale Partie imaginaire initiale

Exacte

Recaonstruite

— Exacte

Reconstruite | |

-7r

-g0

=90+ 9

FIGURE 1.1 — Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites, apres 15 itérations, avec
7=0,2, v =500 et 5% de bruit.

La donnée initiale zg & reconstruire est la suivante

zo(z) = 100 cos(27z) sin(rz) exp { —50(z — 0, 325)*}
+ 30i cos(7mz) sin (gx> exp {—50(z — 0,75)%}, Vzel0,1].

On peut apprécier sur la FIGURE 1.1 la qualité remarquable de la reconstruction.

h = 0.0005, dt = 5e-06, gain = 500, bruit=5 %, T=10.2

50 T T
45t §
><
anF = E
mr ® Erreur L2 i
@ 30F ®  Erreur L2 partie réelle
= . . . .
= ] Erreur L2 partie imaginaire
L a5t i
E]
o
o o20f 4 J
151 # 1
10} " ]
®
H
ar i
e ® " M “ y
D 1 1
0 3 10 13

Mambre d'itérations

FIGURE 1.2 — Erreur de reconstruction de donnée initiale, avec 7 = 0,2, v = 500 et 5% de
bruit.

On remarque sur la FIGURE 1.2 que l'erreur totale de reconstruction est inférieure a 5%

aprés une dizaine d’itérations, et continue de décroitre.

Une question naturelle concerne la possibilité de reconstruire des données initiales a
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haute fréquence. On teste avec la donnée initiale zy suivante

zo(x) = 100 cos(1507z) sin(7x) exp{—50(x — 0, 325)*}

+ 30i cos(7mx) sin (7T5mw) exp{—50(z — 0, 75)},

Ve l0,1].

Contrairement aux cas de ’équation des ondes (comme on le verra sur les FIGURE 2.4 et

100

g0

B0

40

20

-enr

40t

-B0

-80r

Parie réelle initiale

Exacte
Reconstruite

aor

20

-z0r

-30

Partie imaginaire initiale

Exacte

— Reconstruite

FIGURE 1.3 — Parties réelle et imaginaire initiales trés oscillante, aprés 15 itérations, avec
7=0,2, v =500 et 5% de bruit.

FIGURE 1.4 — Erreur de reconstruction de donnée initiale tres oscillante, avec 7 =

h=0.0003, dt = 5e-06, gain = 500, bruit =5 %, T=02

a0

45

a0

Jor

a0

2ar

20

Erreur relative

k4

kS

Erreur L2
Erreur LZ partie réelle
Erreur LZ partie imaginaire

~ =500 et 5% de bruit.

MNombre d'itérations

10 15

0,2,

FIGURE 2.5), il semble que les données haute fréquence soient bien, voire mieux reconstruites,

que les données basse fréquence, comme on peut le voir sur la FIGURE 1.3. Dés la premiére

itération, I'erreur relative est déja sous la barre des 5% (voir FIGURE 1.4). Le profil croissant

des erreurs est dit aux 5% de bruit ajouté a la mesure, on retrouve bien le profil exponentiel

lorsqu’on ne bruite pas la mesure.
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1.4. SIMULATIONS NUMERIQUES

On choisira maintenant la premiére donnée initiale pour le reste de nos tests.

Influence du gain

Les simulations numériques montrent qu’en faisant varier le parameétre de gain ~y, on peut
sensiblement agir sur le taux de décroissance exponentielle de l'erreur (voir FIGURE 1.5).
Ainsi, lerreur relative globale n’atteint pas les 50% pour 7 = 5, méme aprés 15 itérations.
Elle est de 32% pour v = 50, aprés 5 itérations, alors qu’elle est inférieure a 10% pour v = 250
et v = 500. Nous choisirons dorénavant un gain v = 500 (arbitrairement en comparaison

avec les résultats obtenus pour v = 250).

b= 0.001, ot = 1e-08, gain = 5, bruit =0 %, T = 0.2 h = 0.001, dt = 1e-05, gain = 50, bruit =0 %, T = 0.2

50

45

40

35

a0

s

Erreur relative

z0

a0

45

40

a5

3

25

Erreur relative

20

*  ErmeurLZ
*  Erreur LZ partie réelle
Erreur LZ partie imaginaire

5

10
Maombre d'itérations

h=0.007, dt = Te-05, gain = 250, hruit = 0%, T=0.2

%

*  ErmeurLZ
*  Erreur LZ partie réelle
Erreur L2 partie imaginaire

Maombre d'itérations

Etreur relative

Erreur relative

=
x

Hm

x

3

3

B

Erreur L2
Erreur L2 partie réelle
Erreur LZ partie imaginaire

Maombre o itérations

10

h=10.001, dt = Te-03, gain = 500, bruit=0%, T=0.2

%

Ey

®

®

Erreur LZ
Erreur LZ partie réelle
Erreur L2 partie imaginaire

Maombre o'itérations

FIGURE 1.5 — Modification de I'erreur de reconstruction en fonction du gain, sans bruit.

Robustesse au bruit

On teste dans un premier temps la robustesse de ’algorithme & un bruit composé de
sinusoides de fréquence différente et d’aléatoire uniforme. Sur la FIGURE 1.6, on compare
la reconstruction avec respectivement 0, 2, 5 et 15% de bruit (par rapport a la norme L?
de la mesure). On remarque que le bruit agit essentiellement, dans notre exemple, sur la

reconstruction de la partie imaginaire. On peut raisonnablement dire que 'algorithme est
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h = 0.007, dt = 1e-09, gain = 500, bruit=0%,T=02 h=0.007, dt = 1e-09, gain = 500, bruit = 2 %, T=0.2
50 T T 50 T T
as5r 1 45 1
LI b i) R
3ar * EmeurL? I s * EmeurL? i
" . " o

2 a0f Erreur LZ partie réelle i 2 30| Erreur LZ partie réelle

i % Erreur L2 partie imaginaire El % Erreur L2 partie imaginaire

£ sy B T o5t 1

s =

= @

& eny % R o z0f ¥ 1
151 s 1 150 . 1
s ] b il * 1

x *x
L 4 L S 4
5 U 5 ok
a | I o= I L ‘,\ oo owox
1} 5 10 15 1} 5 10 15
Mombre d'itérations Mombre ditérations
h = 0.001, dt = 1e-05, gain = 500, bruit=5%,T=02 h=0.001, dt = 1e-05, gain = 500, bruit =10 %, T = 0.2
50 T T 50 T T
as b a5t 1
x
a0f K - 40p % 1
B * ErreurL2 I s * Ermeurl2 |

@ a0k *  Erreur LE partie réells A @ ank *  Erreur LE patie réelle

= - 5 -

E 3 Erreur L2 partie imaginaire ] H Etreur L2 paie imaginaire

2 st B 2 st R

5 5

= z

o 20 ¥ g & 20t ] i
150 % b 50 * 1

x
L # 4 L B
10 . 10 M
# #
ar x T ar ¥ % 1
A R TR L A

q I I ) L L

0 3 10 132 0 3 10 132

Mombre d'itérations MNombre d'itérations

FIGURE 1.6 — Robustesse de la reconstruction a un bruit composé de sinusoides de fréquences
différentes et d’aléatoire uniforme : 0%, 2%, 5% et 10%.

robuste. Nous nous sommes cependant posé une autre question, concernant la robustesse a
des bruits de méme intensité, mais de fréquences différentes.

En regardant la FIGURE 1.7, il semble que les bruits basse fréquence, comme on pouvait
s’en douter, affectent plus l'algorithme de reconstruction que les bruits haute fréquence.
On peut méme remarquer une augmentation de ’erreur sur la reconstruction de la partie
imaginaire de la donnée initiale dans le premier cas. Remarquons également que le bruit
choisi dans les tests sur la qualité de reconstruction avait plus affecté ’algorithme lorsque
la donnée initiale était trés oscillante (voir FIGURE 1.4). Ceci étant probablement da a

I’excellente qualité obtenue dés la premiére itération.
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h=0.001, dt = 1e-09, gain = 300, bruit =10 %, T =0.2 h=0.001, dt = 1e-09, gain = 300, bruit=10 %, T=02
50 T T 50 T T
450 % 1 a5t 1
x
40t 1 40p % 1
e % *  Emeur L2 i r ® EmeurLZ ]
« o « -
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h=0.001, dt = 1e-05, gain = 300, bruit =10 %, T =0.2 h=0.001, dt = 1e-05, gain = 300, bruit=10 %, T=02
50 T T 50 T T
45t 1 a5t 1
%
40p % 1 ap X 1
s *  Erreurl2 | mr *  Erreur L2 ]
@ a0k *  Erreur L2 partie réelle | @ a0k *  Erreur L2 partie réelle i
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2 esr R 2 es5r R
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FIGURE 1.7 — Robustesse de la reconstruction a un bruit composé de sinusoides de fréquence
de plus en plus élevées.

Temps d’observation

Comme nous 'avons dit, 'exemple que nous considérons est exactement observable en
tout temps 7 > 0. Nous allons donc regarder I'influence du temps d’observation sur la qualité
de la reconstruction.

Bien que la qualité finale de la reconstruction n’est pas efficacement améliorée, le nombre
d’itérations nécessaire pour atteindre cette précision est d’autant plus réduit qu’on augmente
le temps d’observation, comme on le voit sur la FIGURE 1.8. En particulier, avec un temps
d’observation 7 = 0,1, il faut plus de 50 itérations pour atteindre moins de 2% d’erreur

relative, alors que 8 itérations suffisent lorsque 7 = 0, 3.
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h =0.001, df = 1e-05, gain

= 500, bruit = 0 %, T = 0.1
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FIGURE 1.8 — Parties réelle et imaginaire initiales, aprés 15 itérations, avec 7 = 0,1, 7 =0, 2
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puis 7 = 0,3, v = 500 et sans bruit.

Maombre o itérations
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Chapitre 2

Equation des ondes
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Une grande partie des résultats de ce chapitre ont été publiés dans les articles []2, /5]

écrit conjointement avec Karim Ramdani.

Dans ce Chapitre 2, nous montrons des résultats d’analyse numérique sur la discrétisa-
tion spatiale, puis totale, de I'algorithme de reconstruction de données initiales appliqué a
une équation des ondes abstraite avec opérateur d’observation borné. En particulier, nous
donnons dans les Corollaires 2.2.2 et 2.3.2 le nombre d’itérations optimal a calculer, et 'ordre
de convergence correspondant. Nous concluons par quelques simulations numériques (avec
MATLAB) en une dimension d’espace, ot I'on pousse I’étude plus loin que dans le Chapitre
1 pour I’équation de Schrodinger, en vérifiant par exemple 'ordre de convergence. Quelques
exemples (avec MATLAB) en deux dimensions d’espaces sont également présentés, et nous

terminons par un exemple en trois dimensions (avec Gmsh et GetDP).
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La méthode est sensiblement la méme que pour 1’équation de Schrédinger traitée dans
le Chapitre 1, et les calculs, lorsqu’ils différent, ne sont que des adaptations de ceux déja

effectués, c’est pourquoi nous réduirons succinctement les démonstrations.

2.1 Le probléme continu

Soient 2 C R? un domaine borné, d € N*, de frontiére 02 réguliére. On s’intéresse dans

ce chapitre a I’équation des ondes sur €2 avec condition de Dirichlet homogéne au bord, qui

s’écrit
(2 d 2
ﬁw(x,t)—;a—xzw(x,t):(), V.IGQ,tZO,
w(z,t) =0, Vaoeddt>D0,

w(x,0) = wo(z) € H*(Q) N Hy(Q),

0 1
\ gw(x,()) =w(x) € Hy(2).

La question qui nous intéresse ici concerne la possibilité de reconstruire le couple (wy, wy)

dans Hj(Q) x L*(Q) a partir de la connaissance de la vitesse de déplacement de 1'état
w(x,t) sur un sous-domaine O C Q pendant un intervalle de temps [0, 7], d’ou le terme

d’observation interne. On réécrit ce probléme de maniére abstraite, en posant

d_ 92
%_—A_—Z%%:M%%JWWHEMD%H_ﬁML
k=1

et
Co: H—=Y =L*Q), Coz = X|o 2 VzeH,

ou x|, est la fonction caractéristique de O. On obtient alors I’équation différentielle

w(t) + Agw(t) = 0, Vi>0,
(t) + Aogw(t) 2.11)
= wWg €

Dm@,wmpﬁmepQﬁy

Cependant, notre méthode est écrite pour des systémes du premier ordre. On pose donc

également les définitions suivantes.

w(?] , X=D <A§> « H. (2.1.2)

A:<O ]>, mmzpm@xD@@, (2.1.3)
CeL(X,Y), O:h)%] (2.1.4)
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L’espace X est muni de la norme produit définie par

z
Izl = /=1l + [z, Vz= [ 1] €X.
2 29

On obtient alors I’équation différentielle (2.1.5) & laquelle nous allons appliquer la méthode
de reconstruction par observateurs décrite dans les préliminaires. Plus précisément, on se

place dans le cadre suivant.

Soient H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -) et de sa norme associée || - ||
et Ap : D(Ap) — H un opérateur auto-adjoint défini positif. Pour tout a € R, on notera
(-, €t || - ||a, le produit scalaire et la norme associée dans D(AS). L’équation de (type)

ondes sous forme du premier ordre, avec les définitions (2.1.2) et (2.1.3), est donnée par

{ A(t) = Az(t), vt=>0, (2.1.5)

2(0) = 2 € D(A).

Soit Cy € L(H,Y) un opérateur d’observation, ot Y est un autre espace de Hilbert.
En définissant C' par (2.1.4), on considére y(t) la mesure sur [0, 7] donnée par (0.2.2). On

suppose que 7 > 0 est tel que (A, C) soit exactement observable en temps 7.

On commence par remarquer que A est anti-adjoint, en d’autres termes, 1’équation des
ondes est conservative. Cependant, si iA est auto-adjoint, il n’a pas de signe, et le probléme
que 'on regarde ici ne rentre donc pas dans le cadre de ’équation de Schrodinger traitée
dans le Chapitre 1.

Par le Théoréme de Liu 0.1.16, At = A — C*C (resp. A~ = —A — C*C) est le générateur
d'un Cy-semi-groupe T (resp. T7). Alors les observateurs direct et rétrograde (0.2.4) et

(0.2.7) sont donnés par (on choisit zj = 0 comme premiére estimation de z)

{Z:@>=/u+@)—CVcw+@)+CVM®, vtel0,], (2.1.6)
2H(0) =0,
{ 2_Et>):_AiE(§> FOCT0) -y, Viel, (2.1.7)

D’aprés la Remarque (0.2.6), on a ’équation (0.2.10), que I'on rappelle

o0

0= D (T T (0),

n=0

En pratique, il faut donc discrétiser les observateurs (2.1.6)-(2.1.7) et tronquer la série de

Neumann pour reconstruire numériquement zo. Nous allons dans la suite faire I’analyse
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numérique d’un schéma combinant la méthode de Galerkin en espace et la méthode d’Eu-
ler implicite en temps. Pour cela, nous avons besoin de supposer quelques hypothéses de
régularité supplémentaires.
e On ne reconstruit que les données initiales zy € D(A?) = D <A§> x D(Ap).
e On suppose que C3Cy € L <D <A§ >) NL (D (Aé)) (en pratique, cela signifie que la
fonction x|, est approchée par une fonction lisse).

Dans I'analyse numérique que nous allons faire, nous travaillons plus souvent sur les équa-

tions du second ordre. On réécrit donc les observateurs (2.1.6) et (2.1.7) sous cette forme.

{ O+ At (0) + G (1) = Giy(®), vt T, (2.1.8)

wt(0) =0, w*(0)=0,

{ w:(t)+A0w (t) = C3Co™(t) = —=Cgy(t), vt 0,7, (2.1.9)
w(r) = wi(r), w (1) =w"().

Nos preuves sont basées sur ’analyse de convergence des discrétisations spatiale et totale
des equations différentielles du second ordre. Pour plus de clarté, nous omettons les démons-
trations redondantes avec le cas de I'équation de Schrodinger traité au Chapitre 1. A notre
connaissance, seuls les cas particuliers des systémes conservatifs (i.e. sans amortissement),
voir par exemple Raviart et Thomas |73, p. 197] ou Dautray et Lions [29, p. 921], et des sys-
témes avec amortissement constant, voir Geveci et Kok [10], sont traités dans la littérature
sur I’analyse de convergence de la discrétisation totale d’un systéme de type ondes. Pour un
récent panorama de l'approximation numérique des équations des ondes dans la théorie du

controle, nous recommandons le papier de Zuazua |92] au lecteur.

2.2 Discrétisation en espace

2.2.1 Reésultat principal

Clairement, les deux observateurs (2.1.8)-(2.1.9) peuvent se réécrire sous la forme plus
générale d’'un probléme de Cauchy avec donnée initiale (le second est simplement retourné

temporellement)

{pm+mﬂw+%%mw=ﬂm vitel[o,7], (2.2.1)
p

(0) = po,  p(0) = pr,

ou l'on a posé
e pour l'observateur direct (2.1.8) : f(t) = C{y(t) = CiCo(t) et (po,p1) = (0,0),
e pour l'observateur rétrograde (2.1.9) :

f(t) = =Coy(r = t) = =C5Coti (T — t) et (po,p1) = (w¥(7), —*(7)) € D(A?).
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2.2. DISCRETISATION EN ESPACE

Remarquons qu’avec ces notations, les Cyp-semi-groupes T+ sont donnés par
t —t
T+ [P0| — 2?() - [P0 — p(T )
1 p(t) —p(T — 1)

P1
ou p est la solution de (2.2.1) avec f = 0.
Nous allons utiliser la méthode de Galerkin pour discrétiser ’équation (2.2.1). Plus pré-

cisement, on suppose que ’on dispose d’une suite de sous-espaces de dimension finie (Hp)p~0
1 1
dans D (AS), muni de la norme héritée de H. On note m, la projection de D (Ag) dans

Hy, et on suppose qu’il existe M > 0, 6 > 0 et h* > 0 tels que pour tout h € (0,h*) , on ait
1
Imne = ¢ll < MR gl vcpeD(Ag). (2.2.2)

Pour tout (po, p1) € D(A?), la formulation variationnelle de (2.2.1) s’écrit

{ (B(t), ) + (p(1), )1 + (C5Cap(1), ) = (f (1), 0, (2.2.3)

p(0) =po, p(0) = pu,

1
pour tout t € [0,7] et tout ¢ € D (Ag). On suppose que 'on dispose d’approximations

1
de po, p1 et f, notées po, € Hyp, p1pn € Hy et [, dans leurs espaces respectifs D (Ag),
H et L'([0,7], H). Pour tout ¢ € [0,7], on définit p,(t) € Hj comme 'unique solution du

probléme variationnel

{ (Bn (1), on) + (pn(t), on) 1 + (C5Copn(t), on) = (fu(t), on) (2.2.4)

Pr(0) =pon,  Pr(0) = pip.

pour tout ¢, € Hj,.
Ceci conduit en particulier & la définition des versions semi-discrétisées Tf des Cy-semi-

groupes T*. En effet, il suffit de poser

po] _ [ph(t)] T []%] _ [ph(T_t) ]
P1 Pr(t) "y —Ph(T — 1)

ou py, est la solution de (2.2.4), avec f, = 0 et (po.p, p1.n) = (Thpo, ThP1).

+
Th,t

On suppose maintenant que ’on dispose d’une approximation y, de y (correspondant au
pas de discrétisation h) dans L*([0, 7], Y). Soient w;" et w; les approximations respectives de
w™, solution de (2.1.8), et w™, solution de (2.1.9), données par le schéma (2.2.4). Autrement

dit, w;" et w;, sont les solutions de

<w;<t)7 Sph> + <w;zr(t)> 90h>% + <0600w;(t>7 Qph> = <ngh(t)7 §0h> )
Wi (0) =0, i (0) =0,
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wy, (1) = wy (1), iy (1) =y (7),

{ (wy, (), ¢n) + <w}:(t)790h>% —{(C;Coty, (t), n) = — (Ciyn(t), o),
pour tout ¢ € [0, 7] et tout ), € Hj. On écrit alors une version discrétisée de I'égalité (0.2.10)

[w] =S (T T [“.”3 (01 , (225)

wl,h n=0 U}; (0)

ot Ny, est un réel positif (on somme donc jusqu’a sa partie entiére).

Les résultats suivants nous garantissent que (wgp, wy ) est une “bonne” approximation

de (wp, wy).

Théoréme 2.2.1. Soient Ay : D(Ay) — H un opérateur auto-adjoint défini positif et
Co € L(H,Y) tel que C;Cy € L (D (A§>> nL (D <A§>> On définit (A,C) par (2.1.3)
et (2.1.4), on suppose que (A,C) est exactement observable en temps T > 0 et on pose
= ||T-TH|zx) < 1. Si (wo, wy) € D <A§> x D(Ap) est la donnée initiale de (2.1.1), on
définit (wop,w ) par (2.2.5).
Alors il existe M > 0 et h* > 0 tels que pour tout h € (0, h*)

it
lwo — woplls + [[wr —wip|| < M| | ——+ 7N ) ([lwollz + [Jwi s
2 1— i 2

+ Ny /OT ICG (y(s) = yn(s)) IIdS] :

Un choix particulier de N;, permet d’obtenir une erreur uniquement en fonction de h.
Corollaire 2.2.2. Sous les hypothéses du Théoréeme 2.2.1, on pose
N, =60—.
Inn

Alors il existe M, > 0 et h* > 0 tels que pour tout h € (0, h*)
e = woally + llews = wiall < M, [ha n* A (Jfwollg + flw )

Tk / 1CE (w(s) — yn(s)) s

Remarque 2.2.1. Remarquons que le dernier terme de cette estimation donne directement

une borne pour le bruit maximum admissible, en fonction de h, permettant la convergence.
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2.2.2 Démonstrations

La Proposition suivante nous donne une estimation de I’erreur d’approximation de (2.2.3)
par le schéma de Galerkin (2.2.4). Ce type d’estimation est connu, on peut se référer par

exemple & [73, 7].

3
Proposition 2.2.3. Soient (py,p1) € D (Ag) x D(Ap), (pon,p1n) € Hy X Hy, p, solution

1
de (2.2.3), et pp, solution de (2.2.4). Supposons que C{Cy € L <D (Ag)), alors il existe
M >0 et h* > 0 tels que pour tout t € [0, 7] et tout h € (0, h*)

lmnp(t) = Pa(®)lly + lmnp(t) = Pr(®)]] < M(Hmpo = ponlly + 71 = prall

+ 1 [t (Ipolly + Iprll + 11 3.00) + 220l ) + / 1£(5) = Juls)ds.

Démonstration. En soustrayant (2.2.3) de (2.2.4), on obtient (on omet la dépendance en

temps pour plus de lisibilité) pour tout ¢, € Hy

(D — Pryon) + = pryon) 1 +(CoCo (B — Pn) s o) = (f — fnyon) -

1
2

En se rappelant que (m,p — p, gph>% = 0 pour tout ¢y, € Hy, (propriété de la projection) et

que P a un sens grace a la régularité de p (c’est une conséquence directe de I'affirmation

(0.1.12) avec q¢ = p ), on obtient de 1'égalité précédente, pour tout ¢, € Hj
p

= (mnp — D, on) + (CoCo (Br — P) s on) + (f — fnron) -
(2.2.6)

(ThD — Phson) + (ThD — Pr, Pn)

1
2

En posant

1 . 1

En = S llmnp — pull* + 5 llmnp — pall3,

2 2 3

on a
En = (TP — Phy Thp = Pn) + (ThD — Dy Thp = Pn) 1 -

En appliquant (2.2.6) avec @y, = m,p — pp, et en substituant le résultat dans ’équatin précé-
dente, on obtient par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que Cy soit borné et I’existence
d’'un M > 0 tel que

& < (s =+ Mllmap = Bl + 1S = full) [mns = ]
—_———
<V2&,
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& d
Puisque —= = —+/2&),, en obtient en intégrant de 0 a ¢
e g T atV &

WW@—M@M+W@@—M@HSM@mm—mﬂmem—mﬂ
+Aﬂmﬂ@—ﬂwuwmmwm@mw+AHﬂ@—ﬁ@wﬁ.@zn

Il reste alors & borner ||m,p(t) — p(t)| et ||mnp(t) — p(t)|| pour tout ¢ € [0,7]. En utilisant
(2.2.2) et 'injection continue de D(A%) dans D(A®) pour o > 3, on obtient

{ummw—ﬁ@HSAmwﬂwm, Vi, he©Oh)

lmp(t) = p) < ME°|Ip(E)I|, < MA®|p(1)]ls,

Alors par la relation (0.1.14) prouvée dans le Lemme 0.1.19 pour I’équation d’ordre 1 (ob-

tenue en posant q = et F =

p

0
]), on obtient pour tout ¢ € [0, 7] et tout h € (0, ")

Imsie) — 5] + lmat) = 5O < M (Ipolls + Iprll + el e + 151150

En substituant cette inégalité dans (2.2.7), on obtient le résultat. |

Ce résultat nous permet d’obtenir une estimation des erreurs de discrétisation de T*.
Soulignons le fait que ce résultat a été prouvé récemment dans [21], on ne donnera donc pas

la démonstration, qui est treés proche de celle de la Proposition 1.2.4.

0
Proposition 2.2.4. Soit 11, = 781 ] . Sous les hypothéses de la Proposition 2.2.3, les
Th

affirmations suivantes sont vérifiées.

1. 1l existe M > 0 et h* > 0 tels que pour tout t € (0,7) et tout h € (0, h*)

Y
(HhTT —Tit) [ 0]

4!

< mth’ (Ilpolls + Ipill)

< M(r = ) (Ilpolly + lpa ]l ) -

_ —_\ |P
(HhTt - Th,t) [ 0]
D1

2. Il existe M > 0 et h* > 0 tels que pour tout n € N, tout t € [0,7] et tout h € (0,h*),

on ait

H((Tt T )" = (T, Ty )") [p0]
b

< M(1+n)n (Ilpolls + i)
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On peut maintenant démontrer le Théoréeme 2.2.1

Np _
0
Démonstration du Théoréme 2.2.1. En introduisant le terme Z(T;TTZT)” w EO§]7 on
b b w—
n=0
00 _ Np, _
0 0
peut réécrire la différence [wO] — [wo’h] = Z(T;Tj)n [w_EOH N Z(TE,TT;T)n [w}ig[);]
wn W1,n —0 w — wy,
sous la forme
w w w™(0) il w~(0)
0 0,h _ _ _
— o = S e | e S (@ — o) |
L)l] [th] n%%h w~(0) nz:%( P = ) w(0)
Np, _ _
. w™(0) —w, (0)
+ ) (T Th )" | Mo
20" Lm0y — iy 0
Alors
w0 - won < Sl + SQ + 53,
wn W1,h

ou l'on a posé

N\

_ —m+\n w‘(())
Sl—g;h (T, T7) (0) H

O

1= (S ) [ ﬁﬁ_whO]H

En suivant exactement la méme méthode que dans la démonstration du Théoréme 1.2.1 du

\

Chapitre 1 dans le cas de I’équation de Schrédinger, on obtient le résultat annoncé. [ |

2.3 Discrétisation totale

2.3.1 Reésultat principal

Pour approcher numériquement la solution de (2.2.3) en espace et en temps, on combine
un schéma d’Euler implicite en temps avec la méthode de Galerkin utilisée précédemment.
On discrétise U'intervalle [0, 7] par un pas de temps At > 0, en posant ¢, = kAt pour
tout entier 0 < k < K, ou l'on suppose, sans perte de généralité, que 7 = KAt. Alors les
dérivées premiére et seconde d’une fonction du temps f deux fois continument dérivable
seront approchées en t; par

f(tw) ~ Dof(ty) = f(t) _A{(tk_l)-
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f(tr) = 2f (te—1) + f(te—2)
At2

On suppose que (ponat, Praa) € Hy x Hy et fF, pour 0 < k < K, sont des approximations

f"(tr) ~ Dy f(te) =

de (po,p1) et f(t;) dans X et H respectivement. On définit (p§)o<r<x comme la solution du

probléme suivant : pour tout ¢, € Hy,

1
2

{ <Dttp,f€n§0h> + <p]}€m90h> + <C§CDDth7<10h> = <f}]f790h>7 2< k < K7 (2 3 1)

Py = DPonat, Ph =D+ Atpac

. . . . . . + , 4+
Cela conduit en particulier & des approximations T} ,, des opérateurs T; en posant

k
Po Po| Py
T; ~ ’]TZ, Atk = e
P D1 Dtph
- [P0 ~ - Po| th_k
t — T h,Atk T _ )
g p1 b1 —DtPhK b

ot pf est solution de (2.3.1) avec fF¥ = 0 pour tout 0 < k < K et (ponat, Piaat) =
(Thpo, ThP1).-

Si l'on dispose, pour tout 0 < k < K, de y¥, une approximation de y(t;) dans Y, on
deéfinit les suites ((w,f)k)0<k<K et ((w,:)’“)0<k<K, approximations respectives de (2.1.8) et

(2.1.9), vérifiant pour tout ¢, € Hy,

{ (Dut(wi)*, on) + ((wi)*, 90h>% + (C;CoD (W), on) = (Ci(un)F, on), 2<k<K,

(wi—:)o =0, (wi—:)l =0,

{ (Dye(wy, ), on) + ((wy,)F, 80h>% — (C5CoDy(wy ) on) = = (Co(yn)*, 0n), 2<k <K,

(w )™ = (@), (w) ™ = (w7

De cette discrétisation, on déduit une version totalement discrétisée de 1’égalité (0.2.10)

[w()’h’m] - Zh(Th,At,KT;At,K)n [ (w,)° ] : (2.3.2)

WinAt| S5 Dy(wy,)!

Alors notre résultat principal, qui est la contre-partie totalement discrétisée du Théoreme
2.2.1, garantit le fait que (wop e, Wi nAe) est une “bonne” approximation de (wp, wy).
Théoréme 2.3.1. Soient Ay : D(Ag) — H un opérateur auto-adjoint défini positif et
Co € L(H,Y) tel que C;Cy € L (D (A§>> NL (D <A§>> On définit (A,C) par (2.1.3)
et (2.1.4), on suppose que (A,C) est exactement observable en temps T > 0 et on pose
n =TT zx) < 1. S (wo,w1) € D <A§> x D(Ap) est la donnée initiale de (2.1.1), on
définit (wo p,ae, Wi pAt) par (2.3.2)

Alors il existe M > 0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout h € (0,h*) et tout At €

76



2.3. DISCRETISATION TOTALE

(0, At*)

[Jwo — wO,h,At“% + llwr — wipadll

nNh,At+1 0 )
< M| (T (04 80 (04 m) N | (lwolly + el )

+ Niadt > ||Coy(te) — )| ] :

=0

Comme dans le cas semi-discrétisé, on peut choisir Nj, o¢ de telle fagon que 'on ait une

erreur en h et At uniquement.

Corollaire 2.3.2. Sous les hypotheses du Théoreme 2.3.1, on pose

In(h? + At)

2.3.
oy (2.3.3)

Nipat =

Alors il existe M, >0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout h € (0,h*) et At € (0, At*)
lwo = wopadlly + llwn = w sl < My | (B + A (R + At) (Jlwolly + w1
K
T + A AFS|CE (i) — o) | }
/=0

2.3.2 Démonstrations

Encore une fois, 1'outil principal de ces résultats est une estimation de l'erreur de la

discrétisation totale (2.3.1) de I'équation (2.2.3), contre-partie de la Proposition 2.2.3.

3
Proposition 2.3.3. Soient (pg,p1) € D <A§> X D(Ao), (Ponat,Pranat) € Hy X Hy, p, la

solution de (2.2.3), et (pf)r, la solution de (2.3.1). Supposons que C;Cy € L (D <A§>>,
alors il existe M > 0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout 1 < k < K, tout h € (0,h*) et
tout At € (0, At*)

lmnp(te) — phlly + llmp(ts) — Dipy|| < M<H7Thp0 — ponadlls + [[mpr — praadll
] k
+ (n+ A8) [t (Iolly + o1l + 1y + 1l ) + 11 lloc] + A8 1 (20) = ffzu).
(=1

Démonstration. On note 1 (t;) le reste d’ordre un du développement en série de Taylor p
autour de t;_;. Alors
p(te) —plti—1) 1

1
At - Erl(tk) = Dtp(tk) - Erl(tk)v (2-3-4)

p(te) =
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On a
Imnp(te) — Dippll - < lmnp(te) — maDip(te) || + | De(mnp(te) — pi)ll,

1
< I @l + 1D (map(te) = Pl

De 14, 'erreur que I'on a & borner devient

. 1
[mnp(te) = pilly + lmnp(ts) — Dipil| < 24/EF + KtHTl(tk)H (2.3.5)

ou l'on a posé pour tout 1 <k < K

1
& = 2 {HDt (map(t) = p) || + [[map(t) —pﬁ}lz} '

D’un autre coté, si on note ry(ty) le reste d’ordre un du développement de p autour de 51,

alors
P(tk) = Dup(te) — 7", (2.3.6)

ou

b L) — (b)) + ém(m.

En utilisant (2.3.4) et (2.3.6), en soustrayant (2.3.1) de la formulation variationnelle (2.2.3)

en t =t et pour tout ¢ = ¢, € Hy, on obtient facilement

(Dy (map(tr) — p3) s on) + (mnp(te) — pf, #n)1 = (Du (mnp(ts) = p(te))  on)

—(C5CoDy (p(te) — k) s on) + (V*, on) + i (C5Cori(tr), on) + (f(te) — [ on) -
(2.3.7)

D’aprés 'identité

(Iull® = [lvll* + [l = vl|*) = Re {u —v,u), Vu,v€H,

DO | —

on a pour tout 2 < k< K

D& < (Dy (mrp(ti) — p1) , Dy (mrp(te) — p})) + (mup(te) — pf, Dy (mnp(te) — Pi)>

N

En prenant ¢, = Dy (ﬂhp(tk) — pi) dans (2.3.7), en substituant I'inégalité précédente et en

utilisant le fait que Cj soit borné, on obtient I'existence d'un M > 0 tels que pour tout
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2<k<K

D&Y < M| || Dy (mp(t) — p(te))|| + | De (mrp(t) — p(te))|| + [17*
+ el + 1500 = 51 | Damapton) ~ )] (239

En utilisant les relations (1.3.7) et (1.3.8), on obtient des estimations (2.2.2), (2.3.8), (2.3.4),
(2.3.6) et des inégalités (0.1.13) et (0.1.14) du Lemme 0.1.19 appliquées a I’équation générale

des observateurs (2.2.1) sous leur forme du premier ordre, que pour tout h € (0, h*)

Duyfek < 31 (Il + Il + 61l + 1513) + 1700) = 551

0 0
nmwwwﬁth+h(wth+wwwn)

—l—ALﬁHTl(tk) ri(te-1)| + <Hr1(tk)||+||r2(tk)\|>}' (2.3.9)

T Ar

Pour conclure, il reste les termes résiduels r; et ro & borner. Par définition de ry, le théoréme

des accroissements finis et (0.1.14), on obtient I'existence d’'un M > 0 tel que

Ira(ti)lly < MAE (lpolly + lpall + il oo + 1100 - (2:3.10)

Par régularité de p (voir le Lemme 0.1.19 appliquée a la forme générale des observateurs

(2.2.1) sous leur forme du premier ordre), le terme ry peut s’écrire sous forme intégrale

e 43
ra(ti) = /t L5 (thr — 5) ds,

dans H. D’aprés 1'équation générale (2.2.1) vérifiée par p et le fait que Cj soit borné, on a

d
' at® H H H - HE{ — Aop(t) —CS‘COP(tHf(t)} ! (2.3.11)
< B+ MBI+ [1£ @)
D’oi1, encore une fois par (0.1.14)
Ira ()| < MAE? (||po\|g Hlpalls + el flhoo + 1111y 00 + ||f||oo) : (2.3.12)

Pour le terme impliquant r;, on remarque que

r(t) = / " () (b — 5)ds,

te—1
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1
dans D <A§). Alors par des arguments similaires et toujours grace a (0.1.14)
I (8 < Mlira(t)lly < MAL (olls + Ipalh + tell s + 1 fllyc) . (23.13)

1
On écrit ensuite la différence () — r1(tx_1) sous forme intégrale dans D (Ag). En

utilisant la relation précédente, il vient, toujours par (0.1.14)

Iry(te) = rate-o)lls < MAE sup [li(s)]]4,

s€(tg—2,tk—1)

< MAE (|Ipolly + o1l + i Fllase + 11 300) - (2:314)

Finalement
() = r(te )| < At/ / da3 do ds,
< MA#  sup p 3( )H
SE€(tk—35tk—1)

Par (2.3.11) et (0.1.14), on obtient

Iri(te) = i (tea)) < MAE (Jpolly + ol + taoallf oo + 11l + 11l ) - (23.15)

En substituant (2.3.10), (2.3.12), (2.3.13), (2.3.14) et (2.3.15) dans la relation (2.3.9) on

Ve =&
At
toutes ces inégalités, on obtient immédiatement une borne supérieure pour /EF, et donc

'inégalité recherchée par (2.3.5) et (2.3.13). |

obtient une estimation pour D;\/EF = ,pour k =1,..., K. En additionnant

Cette Proposition nous donne une estimation de l'erreur de discrétisation des opérateurs
’]Ti (pour tout 0 < k < K). On omet la preuve, qui est presque la méme que celle de la

Proposition 1.3.4.

0
Proposition 2.3.4. Soit II;, = t)h ] . Sous les hypothéses de la Proposition 2.5.3, les
Th

affirmations suivantes sont vérifiées.

1. 1l existe M > 0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout h € (0,h*), tout At € (0, At*)
et tout 0 < k< K

< Mt (b + &) (llpollz + i1 )

Po
(HhT;; - TZ,At,k) [ ]
b1
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(T, = Traa) |01 < MG =037+ 20) (Ilpolly + lIpal1)

DPo
P1

2. Il existe M > 0, h* > 0 et At* > 0 tels que pour tout n € N, tout h € (0,h*), tout
At € (0,At") et tout 0 <k < K

_ n _ ny | PO
H((TtkT:;) - (Th,At,kT;zr,At,k> ) [ ] <M [ha +n7(h’ + Atﬂ <H290Hg + Hp1||1> .

y4!

On démontre maintenant le Théoréme 2.3.1.

Nh,at
’ —(0
Démonstration du Théoreme 2.5.1. On introduit le terme Z (T ar T as i) [w E();] dans
) k) ’ 2 w*
n=0

la différence

wo wonat| SN T (1)) _Nh’m _ " o | (wy)?
[wl _[ ] _Z(TTT:—F) [(0)] Z(Th,At,KTh,At,K) [Dt(wﬁ)ll’

—~

W1, h,At n—0 w n—0
_ —iyn | @ (0) RS +\n e N - |w(0)
— n>%At<TT T‘r) [U}_<O) + nZ:O ((TT TT) (Th,At,KTh,At,K> ) [U}_<O)]
N NIROR L
+ nz:% (Th,At,KT;:At,K) ([w_(()) . Dt(wﬁ)ll) .

alors on a

lwo — wO,hAtH% + [|Jwy — wypat| < S1+ S2+ Ss,

ou l'on a posé

( Crvn |07 (0)
Sy = T-T; ‘ 7
m%m ( ) [w_(())]
- Np,at N _ n n wi(())
Sy = Z ((TT TT) (Th,At,KTh,At,K) ) W~ (0) ’
Ny at, Kk w=(0) — (wy,)°
Sy = Z ||(T}_L’At’KTZ,At,K)n”[,(X) L}(é) )— lD(t(Z]f):)ll ‘ '

\

Encore une fois, le résultat annoncé vient en utilisant des méthodes similaires & celles de la

démonstration dans le cas de I’équation de Schrédinger du Chapitre 1. |
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2.4 Simulations numériques

2.4.1 Tests en dimension un

Nous allons maintenant présenter quelques résultats numériques sur I’exemple de ’équa-
tion de la corde vibrante obtenus par la discrétisation des observateurs continus (2.1.8)-
(2.1.9).

On considére une corde de longueur 1, dont les extrémités sont fixées (condition de Dirichlet

homogeéne). On suppose que la vitesse de propagation est constante égale & un et on observe

1
10
[0, 7], avec T > 2, conduisant & 'observabilité exacte de la corde, par la condition d’optique

la vitesse de déplacement de la corde sur U'intervalle [0, ==], durant un intervalle de temps
géométrique de Bardos, Lebeau et Rauch [3]. On reconstruit alors la position et la vitesse
initiale a I’aide de I'algorithme itératif. Nous discrétisons les observateurs par éléments finis
d’ordre un en espace (paramétre de discrétisation h), et par différence finie implicite en

temps (paramétre de discrétisation At).

FIGURE 2.1 — Corde vibrante, dont les extrémités sont fixées, avec observation de la vitesse
sur la partie en rouge.

Remarque 2.4.1. Pour générer la mesure y(t) utilisée dans les simulations, nous choisis-
sons une donnée initiale nous permettant de calculer analytiquement la solution exacte du
systéme & tout instant. Cette précaution supplémentaire est prise afin d’éviter le risque de

1

commettre un crime inverse ', au moins dans les tests en dimension un.

Qualité de la reconstruction

Nous commengons par tester la qualité de reconstruction. On ajoute 5% (en norme
L?) de bruit composé de sinusoides de fréquences différentes et d’aléatoire uniforme. Le
nombre d’itérations N a: est choisi par la formule donnée par (2.3.3), avec une estimation
“numérique” du parametre n = ||T-TF| £(g1 o)) xz2(0,17)) = 0,25. Le choix du gain v = 10
sera discuté plus loin.

La donnée initiale (wg,w;) & reconstruire est la suivante

1 1
wo(x) = wy(z) = sin(37x) + 2sin(4dnz) + 1 sin(157z) + 3 sin(7mx), Vzel0,1].

1. On désigne par ce terme des reconstructions dont l'excellente qualité est un artefact d & une interac-
tion entre les schémas numériques utilisés pour résoudre les problémes direct (pour générer les données) et
inverse ; voir par exemple Colton et Kress [22].
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Fosition initiale Witesse initiale

Exacte Exacte

Reconstruite

Reconstruite

FIGURE 2.2 — Position et vitesse initiales reconstruites, a la convergence, avec 7 = 2, v = 10
et 5% de bruit.

On peut apprécier sur la FIGURE 2.2 le peu de différences entre données exactes et données

reconstruites.

h = 00002, dt =4e-03, gain =10, bruit=5%,T=2

40 T T T T T T
#  Erreur H1 de la position
a5+ *  Erreur LZ de |a position H
Erreur L2 de |a vitesse
a0k © Erreur X=H1xL2 H
®
23 1
o
= =]
I
2 20f :
E]
o
Yoasp 1
10F 1
s
@
5k @ 1
? & ® & & & & & @& & &

Maombre d'itérations

FIGURE 2.3 — Erreur de reconstruction de donnée initiale réguliére dans différents espaces
d’énergie, avec 7 = 2, v = 10 et 5% de bruit.

On voit sur la FIGURE 2.3 que dés la troisiéme itération, ’erreur sur la position, en
norme L* et H', est déja inférieur a 5%, ainsi que 'erreur dans lespace d’énergie H} ([0, 1]) X
L?([0,1]). L’erreur sur la vitesse, quant a elle, atteint les 14% apreés 6 itérations. On pourrait
penser que le manque de qualité sur la reconstruction de la vitesse est di au schéma d’ordre
2 utilisé en temps, cependant, les résultats ne sont pas significativement améliorés en utili-
sant le schéma d’ordre 4 proposé par Joly et Rodriguez [50]. Les erreurs de reconstruction
sur la vitesse semblent donc étre dues principalement a I’algorithme (et particuliérement au
choix du gain, comme on peut le remarquer sur la FIGURE 2.6), et non a 'ordre du schéma

de discrétisation en temps. On peut toutefois améliorer cette qualité en diminuant le pas de
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temps comme nous le verrons plus loin.

Une question naturelle concerne la possibilité de reconstruire des données initiales a

haute fréquence. Comme on peut s’en douter, on perd en qualité dans ce cas la puisque les

normes H? et H? des position et vitesse dans le terme de droite du Corollaire 2.3.2 sont plus

élevées.

Fasition initiale

— Exacte

Reconstruite

Witesse initiale

Exacte

Reconstruite

FIGURE 2.4 — Position et vitesse initiales trés oscillantes, & la convergence, avec 7 = 2,

~v =10 et 5% de bruit.

La donnée initiale (wg,w;) & reconstruire ici est la suivante

1
wo(x) = wy () = 5sin(27x) + 2sin(307x) + 1 sin(4rx) 4+ 4sin(brz), Ve [0,1].

On peut remarquer sur la FIGURE 2.4 que si la position est relativement bien reconstruite,

h=0.0002, dt = 48-05, gain =10, bruit=5%,T=2

50

45T

T

2ar

2nr

Erreur relative

#  Erreur H1 de la position

*  Erreur L2 de la position ||
Erreur L2 de |a vitesse ||

O Erreur X=H1xLZ

&

g 10 12

Maombre d'itérations

FIGURE 2.5 — Erreur de reconstruction de donnée initiale réguliere
différents espaces d’énergie, avec 7 = 2, v = 10 et 5% de bruit.
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la vitesse initiale ne ’est pas, avec une erreur relative supérieure a 150% (et donc non visible

sur la FIGURE 2.5).

On reprendra les premiéres données initiales testées dans la suite des simulations.

Influence du gain

Les simulations numériques effectuées montrent qu’en faisant varier le parameétre de
gain v, on peut sensiblement agir sur le taux de décroissance exponentielle de I'erreur (voir
FIGURE 2.6). Ainsi, dés la premiére itération, ’erreur relative globale (dans X) est de I'ordre
de 13% pour v = 15, de 23% pour v = 10 alors qu’elle est supérieure a 85% pour v = 1.
Nous choisirons dorénavant un gain v = 10, qui est proche de la valeur numérique opti-
male permettant de réduire le plus rapidement et simultanément les erreurs relatives sur la
position et la vitesse.

h=0.0002, dt=4e-035, gain =1, bruit=0%,T=2 h = 00002, dt =4e-03, gain =5, bruit=0%, T =2

100 T T 40 T T
* Erreur H1 de |a position * Erreur H1 de la position
a0 & *  Erreur L2 de la position Il 35+ = Erreur L2 de la position H
a0k Erreur L2 de la vitesse || Erteur LZ de |a vitesse
B 2 Erreur X=H1xLZ a0k © Erreur ®=H1xL2
Jor 1
& ®
2o 1
@ G0f N — E o
! ¢ !
2 sof & 1 2zt 1
g 3 g
& o4nr L 1 & el ! |
] B
a0t S P 1
x 2 e ok J
L ® kS
20 &
. . ® 2 & & @ & @ @
10F 1 #
X% xox ok ox
) I I I L L L ) L L L L L L
a z 4 [ & 10 1z 14 a 2 4 [ & 10 1z 14
Maombre d'itérations Maombre o'itérations
h=0.0002, dt = 4e-05, gain = 10, bruit= 0%, T = 2 h=0.0002, dt = 4e-05, gain = 15, bruit=0%, T=2
40 T T T T T T 40 T T T T T T
* Etteur H1 de |a position * Efteur H1 de la position
35+ *  Erreur L2 de la position 4 35+ *  Erreur LZ de la position
Erreur L2 de la vitesse Erteur L2 de |a vitesse
30+ < Erreur X=H1xLZ H a0t ©  Erreur X=H1xL2
s 1 E 1
o »
= @ =
& =
2 zor R 2 z0r R
= s
z 2
s 1 Yasr o 1
@
10F 1 10r 1
]
5t 1 5t 1
o
@ ®
- T @ @ e e e & ® @ @ @& @
® = x x x x x x = ® = " ® 3 = x = x =
) L L L L L L ) L L L N i i
1) Z 4 [ g 10 12 14 1) 4 4 [ g 10 12 14
Nombre d'itérations Nomhbre d'itérations

FIGURE 2.6 — Modification de l'erreur de reconstruction en fonction du gain (attention, la
premiére figure n’est pas a la méme échelle que les trois autres), sans bruit.
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Robustesse au bruit

On teste dans un premier temps la robustesse de 'algorithme a un bruit composé de
sinusoides de fréquence différente et d’aléatoire uniforme. Sur la FIGURE 2.7, on compare la

reconstruction avec respectivement 0, 5 et 15% de bruit (par rapport a la norme L?* de la

mesure).
h=0.0002, dt = 4e-05, gain =10, bruit = 0%, T=2
40 T T T T T T
#*  Erreur H1 de la position
ast *  Erreur LZ de la position H
Erreur LZ de la vitesse
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i S 1
@
= @
=
2 R
5
@
Hoast 1
1aF 9
&
5t o 1
e 8 & & e & @ @ @ @
* = " % ES 3 ® %
n L L L L L L
1} 4 4 [ & 10 12 14
Maombre o itérations
h =0.0002, dt = 4e-03, gain = 10, bruit = 5%, T =2 h =0.0002, dt = 4e-03, gain =10, bruit=13%, T=2
40 T T T T T 40 T T T T T
* Erreur H1 de la position
35 *  Ereur L2 de la position R 35t —
Erreur L2 de la vitesse
30t @ Erreur X=H1xL2 H a0k 1
x
*
° Zaf T o 2o
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:T.E snk il g sk *  Erreur LZ de la position ||
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= z
] i} 9 Erreur X=H1xLZ
Wosr 1 s
. i L = x x * 1
10 N 10 a . M « ® *
@ ook %
sk o 4 stk e e o9 o2 & 2 9 % % 9 4
T % € % & @ ® & @ @&
a L L I I I I 0 I I I I I L
1} 2 4 B & 10 1z 14 1} z 4 B & 10 1z 14

Mombre d'itérations Mombre ditérations

FIGURE 2.7 — Robustesse de la reconstruction a un bruit composé de sinusoides de fréquence
différente et d’aléatoire uniforme : 0%, 5% et 15%.

On remarque que le bruit agit essentiellement (avec perte de convergence) sur les normes
L? des reconstructions, alors que la convergence de la position en norme H' et de I'état en
norme d’énergie semble peu affectée malgré une augmentation de l'erreur relative au final
(de 3 & 6% en passant de 0 & 15% de bruit). On peut raisonnablement dire qu’en norme
d’énergie, ’algorithme est robuste. Nous nous sommes cependant posé une autre question,
concernant la robustesse a des bruits de méme intensité, mais de fréquence différente.

Comme on pouvait s’en douter, en se rappelant par exemple que I'on perd en efficacité
face a des données initiales trés oscillantes (voir FIGURE 2.5), I'algorithme est plus sensible
au bruit basse fréquence, comme on peut s’en apercevoir sur la FIGURE 2.8. Dans cette
simulation, nous avons pris 15% de bruit composé uniquement d’une sinusoide, dont on

a fait varier la fréquence : %, % et 1—(1)0. Dans le premier cas, la convergence de la méthode
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h =0.0002, dt = 4e-03, gain = 10, bruit =15%, T=2
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FIGURE 2.8 — Robustesse de la reconstruction a un bruit composé d’une sinusoide de fré-
quence de plus en plus élevée : %, % et ——

100°
n’est méme plus assurée, quelque soit la norme. Dans le deuxiéme cas, la reconstruction de la
vitesse initiale de la corde dans L? n’est toujours pas assurée, bien que les trois autres erreurs
observées convergent a nouveau. Enfin, a haute fréquence, ’algorithme ne semble plus géné
par le bruit pour converger, bien que l'erreur relative ait augmenté significativement par

rapport a la reconstruction sans aucun bruit (voir la premiére image de la FIGURE 2.7).

Vitesse de convergence

Dans ces tests numériques, nous nous interrogeons sur 'optimalité de I'ordre de conver-
gence du Corollaire 2.3.2 sans bruit. Nous avons donc, dans un premier temps, fixé h = 0.0002

et fait varier At. Nous avons approché M, <Hw0||% + ||w1||1> dans le Corollaire 2.3.2 par la

erreur(h,At)
(h2+At) In?(h2+At)
riques apparaissant dans les FIGURE 2.9 et FIGURE 2.10 sont donc a comprendre a une

moyenne du rapport , pour pouvoir comparer les profils. Les erreurs théo-
constante multiplicative prés. Ensuite, nous fixons At = 4.107°, et faisons varier h. La
constante utilisée pour comparer les profils est la méme que dans le cas précédent.

Les images de droite dans les figures sont des zooms des zones d’accumulation de points

des images de gauche. Clairement, 'ordre de convergence obtenu dans le Corollaire 2.3.2
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Convergence de 'algo
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FIGURE 2.9 — Vérification de I'ordre de convergence en At.
Convergence de I'algarithme en fanction de h, dt = 4e-05, gain = 10, bruit = 0%, T = 2 Convergence de I'algarithme en fanction de h, dt = 48-05, gain = 10, bruit = 0%, T = 2
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FIGURE 2.10 — Vérification de l'ordre de convergence en h.

semble étre optimal. Comme on l'imaginait, on améliore également plus rapidement la re-
construction en diminuant le pas de discrétisation en temps qu’en diminuant le pas en

espace.

Temps d’observation

Rappelons que nous avons montré que l'algorithme continu est convergent sous 1’hypo-
thése d’observabilité exacte du systeme. Dans le cas d’étude que nous considérons ici, le
temps d’observabilité exacte est égal a 1,8 (le temps que tout rayon atteigne le premier
dixiéme de la corde). On peut alors se demander ce que I'on obtient lorsque le temps d’ob-
servation est trop petit, ou beaucoup plus grand.

La FIGURE 2.11 nous montre que lorsque le temps d’observation est inférieur (7 = 1) au
temps d’observabilité exacte, la reconstruction n’a pas lieu. On montre cependant dans le
Chapitre 4, Section 4.2, que 'algorithme converge vers la “partie observable” de la donnée
initiale. Intuitivement, toutes les informations n’ont pas encore atteint la zone d’observation,

et la mesure utilisée n’est donc pas assez riche pour reconstruire complétement les données
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h = 0.0003, dt = 0.0001, gain = 10, bruit = 0%, T =1
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FIGURE 2.11 — Influence du temps d’observation, et existence d’un temps minimal.

initiales. La deuxiéme image de la figure est le cas 7 = 2 que 1’'on a considéré jusqu’a présent.
Lorsque 1'on double ce temps d’observation, il est naturel de s’attendre a améliorer, d’une
certaine maniére, la reconstruction, puisque l'on a enrichi la mesure. C’est effectivement le
cas, on peut voir qu'il n’est nécessaire d’attendre que 2 itérations, contre 4, pour obtenir 8%

d’erreur, méme si la qualité finale de la reconstruction ne s’en trouve pas améliorée.

Reconstruction de donnée moins réguliére

Nous avons montré, et vérifié numériquement, que l'algorithme était convergent dans
le cas ou les données initiales étaient régulieres (wy € D <A§ ), wy; € D(Ap)). Nous tes-
tons maintenant 1'utilisation de cette méthode pour la reconstruction d’une position initiale
discontinue, avec vitesse initiale trés réguliere.

Comme nous nous en doutions, la reconstruction dans ’espace d’énergie n’a pas lieu.
Cependant, la position est bien reconstruite dans I’espace L2, avec 18% d’erreur relative
aprés 14 itérations (voir FIGURE 2.12). Il semblerait que I’algorithme converge en fait, dans
ce cas la, dans l'espace extrapolé X _; = L%*([0,1]) x H([0,1]) (voir par exemple la Pro-
position 0.1.6). Visuellement, on peut apprécier le profil de la position reconstruite sur la
FIGURE 2.13.
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FIGURE 2.12 — Erreur de reconstruction de donnée initiale discontinue dans différents espaces
d’énergie, avec 7 = 2 et 5% de bruit, et zoom sur la convergence L? de la position.
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Reconstruite o0& Reconstruite ]

FIGURE 2.13 — Position et vitesse initiales reconstruites, aprés 14 itérations, avec 7 = 2,
~v =10 et 5% de bruit.

Placement du sous-domaine d’observation

Bien que le systéme soit toujours exactement observable dans le cas unidimensionnel, le
placement du sous-domaine influe sur la norme de ||T T} ||z x), méme si elle est toujours
strictement inférieure a 1 (voir la Proposition 4.1.2). En effet, d’aprés Hébrard et Henrot
[16] (on peut aussi citer Cox et Zuazua [21]), un placement judicieux du sous-domaine
d’amortissement, et donc d’observation, permet d’optimiser la premiére valeur propre du
Laplacien Dirichlet, et donc le taux de décroissance exponentielle de Tt et T~. De plus, la
valeur optimale du gain dépend également de ce placement comme on le voit par exemple sur
la figure [10, Fig. 1]. On pourrait penser, d’aprés ces travaux, qu'il est préférable d’observer
au centre de la corde, et non sur 'une des extrémités.

On s’apercoit sur la FIGURE 2.14 qu’il n’en est rien. La raison de ce phénoméne est que
si nous avons amélioré le taux de décroissance exponentielle w des Cy-semi-groupes T et

T—, nous avons probablement augmenté la constante M, > 1 apparaissant dans (0.1.1),
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FIGURE 2.14 — Influence du placement du sous-domaine d’observation sur 1’algorithme ité-

ratif. Reconstruction avec observation sur un intervalle de % de longueur & gauche de la

corde, au centre de la corde, puis de % de longueur a chaque extrémité de la corde, avec
T =2, v =15 et sans bruit.

et donc la valeur de ||T. T/ | s(x). Le phénomeéne s’accroit encore lorsque 'on observe sur
un vingtiéme a chaque extrémité de la corde (malgré la réduction du temps d’observation

minimal que cela entraine).

2.4.2 Tests en dimension deux

Nous considérons dans ces tests I’équation des ondes sur un carré de coté 1. On suppose
que les bords de la membrane vibrante sont fixés (condition de Dirichlet homogeéne) et que
la vitesse de propagation des ondes est constante égale & un. On suppose que 1’on observe la
vitesse de déplacement de la membrane sur le sous-domaine du carré formé par une bande
de un dixiéme de large le long du bord gauche et du bord bas (FIGURE 2.15) durant un
intervalle de temps 7 = 3 (conduisant & ’observabilité exacte du systéme par la condition
d’optique géométrique de Bardos, Lebeau et Rauch [3]).

On reconstruit alors la position et la vitesse initiales de la membrane en discrétisant les

observateurs par éléments finis en espace (pas de discrétisation h), et par différence finie
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FIGURE 2.15 — Membrane vibrante, avec observation de la vitesse sur la partie en rouge.

implicite en temps (parameétre de discrétisation At).
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Qualité de la reconstruction

Nous commengons par tester la qualité de la reconstruction. On ajoute 5% (en norme
L?) de bruit aléatoire uniforme. Le nombre d’itérations est 15 et le choix du gain v = 20

sera discuté plus loin. La donnée initiale (wg,w;) & reconstruire est la suivante

wo(x,y) = 10 cos(3my) sin(my) exp{—50((z — 0,325)% + (y — 0,625)?)}

+3 cos(Tmy) sin(Fy) exp{—50((z — 0 75)2 + (y —0,625)2)}, Vaz,yel0,1],
wy(z,y) = 30 cos(5my) sin(5my) exp{—50((x — 0,25)*> + (y — 0,75)?)}

+25 cos(2my) sin(Fy) exp{—35((x — 0,5)* + (y — 0,5)*)}, Va,yelo1]

On voit sur la FIGURE 2.16 que dés la troisiéme itération, I’erreur sur la position, en norme

h=0.02, dt=0.0001, gain =20, bruit=5%,T=13

a0

st .

40 1
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30t % Efreur H1 de la position | 7
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Erreur relative

b3
Mo

® ) L=} @ @ @ (=] @ @ @ @ @
# * ® ® ® " ® ® ® ® ®

Maombre d'itérations

FIGURE 2.16 — Erreur de reconstruction de donnée initiale réguliére dans différents espaces
d’énergie, avec 7 = 3, v = 20 et 5% de bruit.

L? et H', est déja inférieur a 4%, ainsi que 'erreur dans lespace d’énergie H([0,1]) X
L?([0,1]). L’erreur sur la vitesse, quant a elle, atteint les 7% aprés 5 itérations. Comme
dans le cas unidimensionnel, on peut améliorer la qualité de la reconstruction de la vitesse
en diminuant le pas de discrétisation. On peut apprécier sur la FIGURE 2.17 le peu de

différences entre données exactes et données reconstruites.
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FIGURE 2.17 — Position et vitesse initiales reconstruites, a la convergence, avec 7 = 3, v = 20
et 5% de bruit aléatoire.

Influence du gain

Comme dans le cas de la dimension un, on voit sur la FIGURE 2.18 que le gain joue
un role trés important dans l'efficacité de 'algorithme de reconstruction. Cependant, on
retrouve également l'effet de seuil (appelé “overdamping”, Miinch, Pedregal et Periago ont
exhibé ce phénomeéne dans leur papier [63]) au-dela duquel on n’améliore plus la qualité

de la reconstruction, voire on l’empire. On choisira dorénavant v = 20 dans le reste des
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simulations.
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FIGURE 2.18 — Modification de I'erreur de reconstruction en fonction du gain, sans bruit.

Robustesse au bruit

On teste dans un premier temps la robustesse a un bruit aléatoire quelconque. Comme
on le voit sur la FIGURE 2.19, il n’a que trés peu d’influence. D’aprés ce que nous avons vu
en une dimension d’espace, nous aurions pu le prédire puisque qu’un bruit uniformément
aléatoire peut s’apparenter a un bruit trés haute fréquence. On ajoute alors un bruit a

variables séparées, de la forme suivante

b(x,y,t) = (sin(kym(z —t)) +sin(kym(z + 1)) y(y — 1)

+ (sin(kom(y — t)) + sin(kem(y +1))) z(x — 1), Va,yel0,1],t€]0,3],

ou k1 > 0 et ky > 0 sont les réelles sur lesquelles nous allons jouer (en gardant toujours 20%
de bruit en norme L?).

On observe sur la FIGURE 2.20 que les bruits basse fréquence perturbent plus ’algorithme
de reconstruction que les bruits haute fréquence, comme dans le cas unidimensionnel. En

particulier, on peut remarquer que dans le cas (k1, k2) = (1,1), les erreurs croissent et que
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FIGURE 2.19 — Robustesse de la reconstruction & un bruit aléatoire uniforme : 0%, 5%, 10%
et 20% de la mesure (en norme L?).

le seul cas reconstruisant la dérivée de maniére acceptable est (kq, ko) = (15, 15) (rappelons

toutefois que nous avons pris ici 20% de bruit!). L’algorithme de reconstruction de données

initiales semble donc, encore une fois, robuste & des bruits haute fréquence.
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FIGURE 2.20 — Robustesse de la reconstruction & des bruits (a 20%) de fréquence différente :
(k1,k2) = (1,1), (5,5), (15,5) et (15,15).

Temps d’observation

On retrouve ici le méme phénomeéne qu’en dimension un concernant l’existence d’un
temps d’observation minimal nécessaire. Rappelons que ceci est di au fait que la vitesse de
propagation est finie. Les erreurs de reconstruction obtenues sur la FIGURE 2.21 montrent
bien que si 'on observe le systéme pendant un temps trop court, alors on ne dispose plus de
toutes les informations nécessaires a la reconstruction des données initiales. Dans notre cas,
on pourra toujours reconstruire les données si le temps d’observation 7 vérifie 7 > 2v/2, ce
qui correspond a deux fois la diagonale du carré (la vitesse de propagation étant constante
égale & un). C’est pourquoi on peut observer 'absence de reconstruction sur le premier tracé
(avec 7 = 1) de la FIGURE 2.21. Comme précédemment, augmenter le temps d’observation
n’améliore pas efficacement la qualité finale de la reconstruction, mais permet de diminuer

le nombre d’itérations pour 'atteindre.

97



CHAPITRE 2. EQUATION DES ONDES

h=0.02, dt = 0.0001, gain = 20, bruit=0%, T =1

100
a0 9
g0 9
or b
o
o s0f ° & 4 1
g x 9 % © © b6 o0 o o o o
R 1
I anf R M w w0 x o« x o ox w7
a0 9
#*  Erreur H1 de la position
eor ®  Erreur LZ de |a position
Erreur LZ de la vitesse
1aF
@ Erreur X=H1xLZ
n L L
1} 5 10 15
Naombre o itérations
h=0.02, dt = 0.0001, gain = 20, bruit=0%, T =3 h=0.02, dt = 0.0007, gain = 20, bruit=0%,T=§6
50 T T 50 T T
as b a5t 1
a0r 1 40 1
Rl T 3o 1
2 30F * Erreur H1 de la position | 7] 2 a0r * Erreur H1 de |a position | 7]
o -t *  Erreur L2 de la position || o -t * Efteur L2 de la position
5 Etreur L2 de la vitesse 5 Erreur L2 de la vitesse
@ x
& ozofb O Erreur ¥=H1xL2 N 5 oaof © Erreur ¥=H1xLZ 4
*
150 b 50 1
1w, 1 10r 1
- .
5P 1 5P 1
¥ 4 8 a @ = 2 2 @ @ @ =2 @ f s & @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ B
* x ® ® ® kS ES Ed Ed ® kS x ® kS b Ed * * kS . ® * ES kS
q | | ) 1 1
0 3 10 132 0 3 10 132
Mombre d'itérations MNombre d'itérations

FIGURE 2.21 — Influence du temps d’observation, et existence d’un temps minimal.

Placement du sous-domaine d’observation

Nous nous intéressons dans cette partie a un phénomeéne qui n’apparait pas en dimension
1. En effet, dans le cas unidimensionnel, si le temps d’observation est suffisamment long,
toute 'information aura atteint 'intervalle ot 'on observe (par la condition d’optique géo-
métrique), autrement dit, il n’y aucune configuration ayant des rayons piégés. En dimension
2, c’est possible, et nous observons alors que les simulations n’aboutissent plus, comme la

théorie le prévoyait. Nous considérons les deux configurations de la FIGURE 2.22. On obtient

FIGURE 2.22 — Membrane vibrante, avec observation de la vitesse sur la partie en rouge, et
un exemple de rayon piégé en bleu.
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les tracés de la FIGURE 2.23. Le premier correspond au cas exactement observable que nous
avions jusqu’a présent. Le deuxiéme correspond & une observation sur le bord gauche et le

dernier & une observation au centre du carré (voir la FIGURE 2.22).
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FIGURE 2.23 — Influence de la zone d’observation, et existence de “mauvaises configurations” :
cas exactement observable (FIGURE 2.15), puis sans observabilité exacte avec observation a
gauche et au centre (FIGURE 2.22).

2.4.3 Un exemple en dimension trois

Pour le cas tri-dimensionnel, nous avons préféré utiliser le couple de logiciels Gmsh—
GetDP ? développés par Christophe Geuzaine et son équipe & I'université de Liége. Les deux
grands avantages de ces logiciels sont qu’ils permettent de changer rapidement de géométrie,
le passage de la dimension deux a la dimension trois ne requiert alors que peu de temps dans
Gmsh, et la rapidité d’écriture des codes puisque GetDP interpréte directement I'équation
variationnelle du probléme a résoudre.

On considére I'équation des ondes avec condition de Dirichlet homogéne sur une sphére
de rayon un, et 'on observe la vitesse de déplacement de Ponde sur la couronne By(1)\ By (%),

i.e. sur un cinquiéme le long du bord. Nous discrétisons les observateurs direct et rétrograde

2. http ://geuz.org/gmsh/, http ://geuz.org/getdp/
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continus (2.1.8)—(2.1.9), en utilisant des éléments finis en espace, et un schéma de Crank-

Nicholson en temps. Les position et vitesse initiales & reconstruire sont les suivantes

wo(z,y, z) = sin(my/ 22 + y2 + 22)
X {IOexp [—50((z — 0,5)* + (y — 0,25)* + (2 + 0, 75)?)]
+5exp [~75((z — 0,25)2 + (y +0,25)% + (2 + 0,2)?)]

— 15exp [-35((z +0,5)* + y* + (2 — 0,5)%)] }

wi(z,y,2) = 2exp [-50((z — 0,75)% + (y — 0,25)* + (2 + 0,125)*)] + 2* — y=.

Compte-tenu des limitations techniques (plus de sept heures ont été nécessaires pour
obtenir ces résultats sur les machines de calcul du laboratoire®), les discrétisations que 1'on
consideére sont assez grossiéres et le nombre d’itérations est choisi égal 4 5. On peut remarquer
sur la FIGURE 2.24 que les erreurs relatives obtenues sont, par suite, assez élevées. L’erreur
sur la vitesse initiale n’est méme pas visible sur la FIGURE 2.24 (ceci est peut-étre également

di & sa faible norme).

h =005, dt = 0.01, gain =15, bruit=0%, T = 2

a0

*  Erreur H1 de la position
*  Erreur L2 de la position
A0 Etreur L2 de la vitesse |

@ Erreur X=H1xLZ
s b

451

30 b

25t T

Erreur relative

20 1

HiD
4]
o]
o]

0 L L L L L L L L L
0 05 1 1.5 z 25 3 3.8 4 4.5 g

MNombre d'itérations

FIGURE 2.24 — Erreur de reconstruction de donnée initiale réguliére dans différents espaces
d’énergie, avec 7 = 2, v = 15 et sans bruit.

Cependant, on peut tout de méme apprécier la qualité des reconstructions obtenues sur
les FIGURE 2.25 et FIGURE 2.26. On remarque toutefois une perturbation sur la recons-
truction de la vitesse initiale a I’emplacement de la position initiale, probablement due a la
faible discrétisation en temps (ce phénoméne apparait déja en deux dimensions d’espace, et

est d’autant plus faible que la discrétisation temporelle est fine).

3. Le laboratoire dispose de machines dédiées au calcul, reliées ensemble et constituant le BabyCluster.
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2.4. SIMULATIONS NUMERIQUES

z
x v

FIGURE 2.25 — Projections dans les plans XY, YZ et XZ de la position initiale (& gauche)
et de la reconstruction (& droite) obtenue aprés 5 itérations. Nous n’avons affiché que les
données de valeur absolue supérieure a 1. L’échelle des couleurs est identique pour la donnée
exacte et la donnée reconstruite.
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z
x v

FIGURE 2.26 — Projections dans les plans XY, YZ et XZ de la vitesse initiale (& gauche) et de
la reconstruction (& droite) obtenue aprés 5 itérations. Nous n’avons affiché que les données
de valeur absolue supérieure a 0,4. L’échelle des couleurs est identique pour la donnée exacte
et la donnée reconstruite.
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Chapitre 3

Equations de Maxwell
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Les travauz présentés dans ce chapitre ont été menés en collaboration avec Kim Dang
Phunyg.

On montre dans ce Chapitre 3 que 'on peut appliquer ’algorithme itératif de recons-
truction de données initiales aux équations de Maxwell dans un domaine borné de R3.
Nous considérons dans un premier temps avec observation du champ électrique sur un sous-
domaine suffisamment grand, puis du courant surfacique induit sur une partie bien choisie
du bord du domaine. Remarquons que physiquement, il est plus réaliste de considérer le cas
frontiére. On pourra s’intéresser aux travaux récents de Staffans et Weiss [32, 83| pour une
étude théorique des équations de Maxwell avec controle et observation frontiéres.

On commence par rappeler des résultats de stabilisation interne et frontiére des équations

de Maxwell. Nous les utilisons ensuite pour montrer que I’on peut construire les observateurs
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direct (0.2.4) et rétrograde (0.2.7) et obtenir les Théorémes 3.2.2 et 3.2.5, ainsi que les

Théorémes 3.3.1 et 3.3.2 pour la reconstruction de termes sources.

3.1 Préliminaires

3.1.1 Espaces fonctionnels

Soit © un domaine borné de R3?, situé localement dun seul coté de sa frontiére O
réguliére. On note v la normale extérieure a 2. On suppose que le domaine €2 est constitué
d’un matériau parfaitement conducteur et caractérisé par une permittivité diélectrique e
et une perméabilité magnétique u, supposés strictement positifs et constants. Les champs

électrique F et magnétique H vérifient alors les équations de Maxwell

( 5%E(m,t}—rotH(m,t):0, VoeQt>D0,
uaH(x,t)—i—rotE(x,t):O, VaoeQt>0,
div E(z,t) =0 VaoeQt>0,
div H(x,t) = 0, Ve t>o, (3.1.1)
E(z,t)ANv(z) =0, H(x,t)-v(x) =0, Ve dt>0,
E(z,0) = Ey(x), Ve,

| H(z,0) = Hy(x), Vae.

Nous utilisons les espaces fonctionnels suivants dans ce chapitre

H = (L*(Q))°,
H(rot,Q) = {f € H|rot f € H},
H(div,Q)={f e H|divf € L*(Q)}.

Ces espaces sont des espaces de Hilbert (voir [61, Chapitre 3]) quand on les munit des normes

respectives suivantes

171 = (JalFP)* 1
I llrot = (12 + lirot £117)

I llaie = (1712 + lidiv £112:)

Le produit scalaire sur H sera noté (-, -). Nous aurons également besoin du sous-espace des

fonctions a divergence nulle, ainsi qu’a rotationnel nul

Hy(div,Q) = {f € H | div f = 0},
Hy(rot,Q) ={f € H| rot f = 0}.

Pour prendre en compte la condition aux limites de conducteur parfait, on introduit égale-
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ment les sous-espaces suivants

HY (rot, Q) = {f € H(rot,Q), f Av|saq = 0},
H” (div,Q) = {f € H(div,Q), f-v]ga =0},
HY (rot, Q) = Hy(rot, Q) N HY (rot , Q2),
H! (div, Q) = Hy(div, Q) N H? (div, Q).

Finalement, on rappelle ce résultat (d’intégration par partie) utile dans les calculs (voir par

exemple |61, p.55]).

Proposition 3.1.1. On a l’identité

(rot u,v) = (u,rot v}, Y (u,v) € HY (rot, Q) x H(rot, Q).

On montre maintenant que le systéme de Maxwell (3.1.1) que I'on considére est bien
posé (en suivant Cessenat |19, p.255]). Soit X = H x H muni de la norme [|(f,g)||% =
el fIIF + wllgll% pour tout (f,g) € X. On définit 'opérateur différentiel non-borné

0 “lrot
A= R (3.1.2)
—p " trot 0

D(A) = HY (rot, Q) x H(rot, ).

de domaine

Clairement, A est fermé et de domaine dense. En adaptant légérement la preuve du Théoréme
1 de 29, p. 299], on obtient facilement que A est anti-adjoint (la seule différence, mineure,
entre notre cas et celui de [29] vient de la dépendance en € et u, mais la norme que l'on a

choisie sur X permet de contourner le probléme).

Pour prendre en compte les divergences nulles et la condition de conducteur parfait du

matériau, on introduit les sous-espaces de X suivants
V = Hy(div, Q) x H (div, ), W =DA)NV.

Remarquons que W est invariant sous le groupe S engendré par I'opérateur anti-adjoint A
(Théoréme de Stone 0.1.12). En effet, étant donnée (Ey, Hy) € D(A), on a (E(t), H(t)) =
Si(Eo, Hy) € CYR, X) N C(R,D(A)) (Théoréme 0.1.7) et (E(t), H(t)) est la solution du
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probléme suivant

5%E(x,t)—r0tH(x,t) =0, VoeQt>D0,
M&H(x,t + rot E(x,t) =0, Ve t>D0,
E(z,t) Av(z) =0, Ve d,t>0,
E(x,0) = Ey(r) € HY (rot, Q), VaeqQ,

| H(2,0) = Hy(x) € H(rot, €2), Ve

En prenant la divergence des deux premiéres équations, on obtient directement
div E(t) = div Ey div H(t) = div Hy, Vit>0.

D’un autre coté, puisque rot (HY (rot,Q)) € HY (div, Q) (voir [61, Theorem 3.40]) et E(t) €
H” (rot , Q) pour tout t > 0 on a

rot B(t) = —pH(t) € H (div, Q), Vit >0.

En conséquence

H(t) v, = H Vit>0.

“V0aga "Viga»

Dong, si (Ey, Hy) € W, on obtient que (E(t), H(t)) € C'(R, V)N C(R, W) est une solution
de (3.1.1).

Puisque V est fermé et A de domaine dense, le sous-espace V est la fermeture de W dans
X. Ainsi, V est aussi S—invariant et le systéme (3.1.1) se réécrit sous la forme (0.2.1) sur

I’espace des états V.

3.1.2 Un résultat de stabilisation interne

Pour pouvoir appliquer I'algorithme itératif dans la suite, nous utilisons un résultat de

stabilisation interne, montré par Phung [68, Théoréme 5.5.], que nous rappelons ici.

Soit O un sous-domaine non vide de €2, et 7 > 0 un réel positif. Nous supposons que O
et 7 satisfont une condition d’optique géométrique (voir par exemple [63, 91, 90]), qui assure
la stabilisabilité du systéme de Maxwell, lorsque 0f2 est connexe.

De maniére équivalente, sous cette condition, 'opérateur état—sortie W, (voir (0.1.9)) qui
associe les données initiales a la mesure du champ électrique £ de (3.1.1) sur O est borné

inférieurement, i.e. vérifie I'inégalité d’observabilité (0.1.11).

Cette condition d’optique géométrique, notée (COG), est équivalente a celle des ondes

de Bardos, Lebeau et Rauch [3]. Phung montre dans son article [68] que I'on peut réécrire,
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de maniére équivalente grace a I’hypothéese de divergence nulle, les équations de Maxwell
(3.1.1) sous la forme d’une équation des ondes vectorielles (en éliminant le champ électrique
ou le champ magnétique).

On peut par exemple imaginer des configurations en trois dimensions du méme type que

celle (en deux dimensions pour plus de lisibilité) de la FIGURE 3.1.

O

() (D

FIGURE 3.1 — Configurations (en deux dimensions) respectant la condition d’optique géo-
métrique (COG).

Nous avons vu que la condition de divergence nulle sur le champ électrique E dans (3.1.1)
est une conséquence de la divergence nulle de la donnée initiale. La stabilisation interne du
systéme (3.1.1) que nous allons utiliser ne permet pas de conserver cette condition. En
particulier, la stabilisation n’a pas lieu dans 'espace des états V. On introduit alors un

autre sous-espace de X qui est aussi S—invariant (avec la méme démonstration)
Xo={f€H]|feHydiv,2\0)} x Hf (div,Q).

Cependant, ce sous-espace n’est toujours pas celui permettant la stabilisation. En effet,
les équations de Maxwell admettent des solutions stationnaires non nécessairement nulles.
En suivant Monk [61, Section 3.7], ces solutions stationnaires sont données par les espaces

de cohomologie normal et tangentiel. On note 1’espace de cohomologie tangentiel
KT(Q) = HE (div, Q) N Hy(rot, Q).

On sait (voir [61, Théoréme 3.44.]) que K7 () est de dimension égale au nombre de décou-

pages intérieurs nécessaires pour rendre {2 simplement connexe (en particulier, si € est déja

simplement connexe, K7 (Q) = {0}). Notons S = H x (KT(Q))L.
Nous nous plagons sur

Vs = XoNS.

On montre aisément que Vs est S—invariant par invariance de Xy et de S, 'invariance de
S se démontrant en multipliant 2 H(z,t) + rot E(z,¢) = 0 (dans (3.1.1)) par un élément
de KT(Q) et en intégrant par parties.

C’est sur ce sous-espace stable que Phung a démontré que (3.1.1) est exponentiellement

stabilisable, en agissant sur O.
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Théoréme 3.1.2. On suppose que (2,0, T) satisfait la condition d’optique géométrique
(COG) et que 99, O et 2\ O sont connexes. Alors le systeme

' 6%6(1’, t) —rot h(x,t) + x|, (x)e(z,t) = 0, Ve t>0,
uah(az, t) +rote(x,t) =0, VoeQt>0,
dive(z,t) =0, VeeQ\O,t>0,
divh(xz,t) =0 VoeQt>0, (3.1.3)
e(x,t) ANv(x) =0, h(z,t) - v(z) =0, Vaoedt>0,
e(x,0) = eo(z), Ve,
| 7(z,0) = ho(z), VaeQ.

est exponentiellement stable sur 'V gps.

Autrement dit, il existe deux constantes M, > 0 telles que

: / (O + 1 / B2 < Me— { / leof? + 1 / |ho|2} » V(o ho) € Vipsst > 0.
Q Q Q Q

Remarque 3.1.1. La nécessité d’introduire le sous-espace X provient du fait que le terme
dissipatif de I’équation (3.1.3) ne permet pas d’obtenir la divergence nulle du champ élec-
trique dans tout  (un saut apparait sur 00 N Q). On agrandit donc I'espace des états V

pour pallier ce probléeme.

Remarque 3.1.2. La condition de connexité imposée a la frontiére 02 assure la convergence
vers zéro. Sans elle, le systéme précédent convergerait vers une solution stationnaire non

nécessairement nulle (I’espace de cohomologie normal n’est pas réduit a 'espace trivial).

3.1.3 Un résultat de stabilisation frontiére

Nous nous appuyons sur des résultats de stabilisation des équations de Maxwell par la
condition absorbante de Silver-Miiller (voir par exemple Barucq [10], Barucq et Hanouzet
[11], Eller, Lagnese et Nicaise [32], Eller et Masters [33], Komornik [53], Lagnese [56], Nicaise
[64] et Phung [66, 68]) pour appliquer I'algorithme itératif de reconstruction de données
initiales du Chapitre 0.

Soit ' un sous-espace du bord 99 (on notera ¥ = 9Q \ I'). La stabilisabilité du systéme
de Maxwell (3.1.1) par la condition de Silver-Miiller a lieu sous certaines hypothéses sur le
couple (2,T). Phung [68] montre par exemple que sous une hypothése de type optique géo-
métrique (toujours analogue a celle donnée par Bardos, Lebeau et Rauch [¢] pour I’équation
des ondes), les équations de Maxwell avec condition de Silver-Miiller sont exponentiellement
stables.
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On suppose dorénavant que Q est de classe C*, que XU =0Q et XNT =0, et que T
controle géométriquement 2 en temps 7 > 0 au sens de Phung |68, Définition 1.2|. On dira
que (Q,T',7) vérifie (COGF). On peut par exemple imaginer deux tores concentriques, en
observant sur le tore extérieur I', comme sur la FIGURE 3.2, ot I'on peut calculer la plus

grande corde assez facilement (en fonction des rayons des tores).

FIGURE 3.2 — Configuration (Q,T,7) respectant la condition d’optique géométrique
(COGF) : XUT'=09Q et XNT =0 (en prenant 7 suffisamment grand).

Avant toute chose, nous rappelons quelques résultats classiques sur les opérateurs de

trace pour le systéme de Maxwell (voir par exemple [29, 19, 61]).

Quelques rappels sur les opérateurs de trace

On définit un opérateur linéaire de trace 7; par

VP = Plog N Vs Ve (D@)°.

Théoréme 3.1.3. Si Q est borné, situé localement d’un seul coté de sa frontiére lipschit-

zienne, l'application v, s’étend par continuité en une application linéaire continue de H(rot , §2)
3

dans (H_%((?Q)> .

On a de plus la formule de Green

(rotu,v) = (u,r0t v) — (YU, v),,) Vu € H(rot,Q),v € (Hl(Q))3, (3.1.4)

11,
272

ot {+,-)_

Démonstration. Voir Dautray-Lions [29, pp. 240-243]. L’essentiel de la démonstration repose

11
272

1 3 1 3
désigne le crochet de dualité <H’§(8Q)> , <H§(8Q)) .

sur la formule de Green pour des fonctions réguliéres et la densité de (D(ﬁ))3 dans les espaces

H(rot,Q) et (HY(Q)). |
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On notera dans la suite H™2(div,9Q) = ~H(rot, Q). On pourra se référer a Cesse-

nat [19] ou Monk [61] pour plus de détails sur cet espace.

On peut aussi écrire la formule de Green pour tout élément dans ¢ € H(rot, {2) ayant

une trace v,6 € (L2(9)), ce qui permet d’éviter le crochet de dualité dans les calculs.
Théoréme 3.1.4. Sous les mémes hypotheses que le Théoreme 3.1.3, soit
U= {¢ € H(rot, Q) | v € (L?(@Q)f} , (3.1.5)
alors on a
(ot u, v) = (u, 10t V) — (YU, Vjpo ) (12(00))2 5 Vu,veU. (3.1.6)

Démonstration. Voir Eller, Lagnese et Nicaise |32, Lemme 2.2.]. La démonstration utilise
un résultat de densité de (H'(Q2))” dans W. [

Théoréme 3.1.5. (Dautray-Lions [29, p. 247])

Si Q est de classe C2, on a identification entre (H'(2))* et les espaces

{z € H(rot , Q) N H(div,Q) | 2, v € H%(aQ)} :
{z € H(rot, Q) NH(div,Q) | 2,, AV € (Hé(aﬂ)f} :

Stabilisation frontiére

Nous commencons par nous placer sur les bons espaces fonctionnels. On définit
V1 =Hy(div, Q) x H3(div, Q),

ou

Hp (div, Q) = {¢ € Hy(div,Q) | ¢, - v = 0}.

Cependant, comme nous 'avons déja expliqué, les équations de Maxwell admettent des
solutions stationnaires non nulles en toute généralité. Notons I'espace de cohomologie normal
(voir Monk [61, p. 66])

KY(Q) = HY (rot, Q) N Ho(div, Q).

On sait alors (voir [61, Théoreme 4.42]) que KV () est de dimension égale au nombre de
composantes connexes du bord, moins un. En particulier, si 9 est connexe, K (Q2) = {0}
(remarquons que ceci implique que ¥ = (), et que 1’on observe donc sur toute la frontiére).
Notons M = (KN(Q))l x H et

v+

obs

=V nM. (3.1.7)
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On montre aisément que V7,  est S—invariant par invariance de V* et de M, linvariance de
M se démontrant en multipliant £2 F(z,t) — rot H(z,t) = 0 (dans (3.1.1)) par un élément
de KN() et en intégrant par parties.

C’est sur ce sous-espace S—invariant que Phung a démontré que (3.1.1) est exponentiel-

lement stabilisable par la condition de Silver-Miiller sur I'.

Théoréme 3.1.6 (Théoréme 4.1, Phung [08]). On suppose que (2, T, ) satisfait la condition
d’optique géométrique (COGF). Soit £ = \/E, alors le systéme
5

( s%e(x,t) —roth(x,t) =0, VoeQt>0,
uah(as,t) +rote(z,t) =0, VoeQt>0,
dive(z,t) =0, VaoeQt>0,
div h(x,t) =0, VoeQt>0, (3.1.8)
e(z,t) ANv(x) =0, h(z,t)-v(z) =0, VeeX t>0,
e(x,t) ANv(z) + &v(z) A (h(z,t) Av(z)) =0, Veel,t>0,
e(x,0) = ep(x), Ve,
| h(z,0) = ho(x), Ve

+

est exponentiellement stable sur V), ..

Autrement dit, il existe deux constantes M, [3 > 0 telles que

e/ \e(t)\z—l—,u/ |h(t)|2 §M€_’Bt{€/ ]60]2+u/ |h0\2}, V(eo, ho) € VI, t > 0.
Q Q Q Q

3.2 Reconstruction des données initiales

3.2.1 Avec observation interne

On suppose que le champ électrique £ de la solution de (3.1.1) est mesuré sur un sous-
domaine non vide O de €, durant un intervalle de temps [0, 7], 7 > 0, conduisant a ’obser-

vation
y(t) = x1o E(1), Vitelo,T], (3.2.1)

ol x|, est la fonction caractéristique de O.

En définissant C' = [X\o O], on peut réécrire (3.2.1) sous la forme (0.2.2).

Le probléme inverse qui nous intéresse est la reconstruction de (Ey, Hy) a partir de la
connaissance de la mesure y. Clairement, cette question n’est pas pertinente si le domaine
d’observation O et le temps 7 ne sont pas bien choisis. Nous supposons donc que (€2, O, 1)

vérifie la condition d’optique géométrique (COG).
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On souhaite utiliser 'algorithme décrit dans les préliminaires de cette thése pour résoudre
ce probléme inverse. Nous avons besoin pour cela de montrer I’estimabilité et I'estimabilité
dans le sens rétrograde de (A, C'), ot A est défini par (3.1.2), sur V.

Lemme 3.2.1. Sous les hypothéses du Théoréeme 5.1.2, lopérateur AT = A — e 1C*C est

le générateur d’un Cy-groupe TT exponentiellement stable sur V.

Démonstration. Remarquons dans un premier temps que lopérateur AT = A — e 1C*C est
une perturbation bornée de l'opérateur A sur X = H x H, et engendre donc un Cy-semi-

groupe que ’on notera T.

Il reste alors & montrer que V¢ est T+ —invariant et & appliquer le Théoréme 3.1.2.

On commence par montrer que Xo est T+ —invariant en remarquant que la perturbation
e 1C*C n’agit que sur la partie du champ électrique e dans O. En prenant la divergence
de la premiére ligne de (3.1.3), on obtient alors que dive(z,t) est nulle sur 2\ O pour tout
t>0.
L’invariance de S sous T se montre de la méme fagon que pour S, ¢’est-a-dire en multipliant

ph(z,t) + rote(z, t) = 0 par un élément de K7 () et en intégrant par parties.

Ainsi, Vs est TT—invariant.

t
Enfin, en remarquant que [Z((t)) ] =T} [20] est solution de (3.1.3), le Théoréme 3.1.2
0

permet de conclure. [ |

Le Lemme précédent nous dit que (A, C') est estimable (voir Définition 0.2.1) en prenant

H* = —e71C* sur I'espace des états V.

On déduit facilement de ce résultat que (A, C') est estimable dans le sens rétrograde sur
Vs en prenant A~ = —A — e C*C. En effet, d’apreés le Théoréeme de Liu 0.1.16, (A, C)
est exponentiellement stabilisable si et seulement si (A, C*) est exactement controlable. La
dualité entre controlabilité exacte et observabilité exacte (Proposition 0.1.15) nous dit que

(—A, C) est exactement observable, et le Théoréme de Liu permet alors de conclure.

Nous sommes donc en mesure d’appliquer 'algorithme itératif sur V.

+ E-
" | et rétrograde z, = | "

n

Pour tout n € N, on définit les observateurs direct z = [
n
solutions de (0.2.4), respectivement (0.2.7). Réécrits sous forme d’équations aux dérivées
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partielles, on obtient

0

a%E;(m, t) —rot H,f (z,t) + x| (2) Ef (2, 1) = y(z,t), V(z,t) € Qx[0,7],
[LaH+($,t) +rot Ef (z,t) =0, V(z,t) € Q x [0, 7],
div Ef(z,t) =0, Vee Q\ O,te|0,7],
div H* (z,£) = 0, Vet eaxqr 22
Ef(z,t) Av(z) =0, H(z,t)-v(z) =0, V(z,t) € 002 x [0, 7],
Ef(x,0) = E,_(z,0), Yz € Q,
| Hy(2,0) = H,_,(z,0), Vo € €,
e -
E%En (z,t) —rot H (z,t) — X|o (2)E, (2,t) = —y(x,t), V(x,t) € Qx[0,7],
uaHn (x,t) +rot £, (x,t) =0, V(z,t) € Q x [0, 7],
div B (z,t) =0, Ve e Q\O,te|0,7],
div H- (1) = 0, vaneaxod 0%
E (z,t)AN\v=0, H, (x,t)-v =0, V(z,t) € 00 x [0, 7],
E, (z,7) = E;(x,7), Vo € Q,
(| H, (z,7) = H; (2,7), Yz € Q,

ou l'on a posé

Ef (z,0) =0, Hy (z,0) =0, Ve (L.

En appliquant le résultat théorique (0.2.9), on obtient directement le théoréme principal
de cette Section pour 7 suffisamment grand. Cependant, nous sommes dans le cas ou A est
anti-adjoint, C' est borné et (A, C) est exactement observable. Le Corollaire (0.2.5) nous dit
alors que l'algorithme est convergent dés que 7 > 7,45 Ol T, €st le temps minimal donnant
I'observabilité exacte de (A, C'). Or, Phung démontre (|67, 68]) que (A, C) est exactement

controlable en tout temps 7,55 > 0 donnant le controle géométrique (COG).

Théoréme 3.2.2. Soient Q un domaine borné de R3, de frontiere 0Q) connexe et O C Q
tel que (2, 0,7) vérifie (COG), avec O et U\ O connexes. Alors il existe une constante
0 < a <1 telle que pour toute donnée initiale Ey € (L*(Q))3, Hy € (KT(Q))L vérifiant

div Ey(x) = div Hy(z) = 0, Ve,
Ho(z)-v(z) =0, Ve 09,

on ait pour tout n > 1

[ 1B =m0+ [0 m 0P <o e [1BEen [
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3.2.2 Avec observation frontiére

On suppose maintenant que la composante tangentielle du champ magnétique H de la
solution de (3.1.1) est observée sur un sous-espace I' du bord 9 (on notera ¥ = 9Q \ T'),

durant un intervalle de temps [0, 7], conduisant a I’'observation
y(t)=v ANH()|r, Vitelo,T], (3.2.4)

ou l'on rappelle que v est la normale extérieure a ).

Le probléme inverse qui nous intéresse est toujours la reconstruction des champs initiaux
(Eo, Hy) & partir de 3. Evidemment, ce probléme n’est pertinent que si I' et 7 sont bien
choisis. Nous nous appuyons pour cela sur les résultats de stabilisation frontiére rappelés
dans la Sous-Section 3.1.3. Nous supposons donc que (2, I', 7) vérifie la condition d’optique
géométrique (COGF).

Cadre fonctionnel abstrait

Nous commencons par un Lemme qui étend le cadre d’application de I’algorithme itératif
donné par Ramdani, Tucsnak et Weiss [72] et rappelé au chapitre 0. Ce Lemme dit que les
observateurs direct et rétrograde ne doivent pas nécessairement étre restreints a ’espace des
états X.

Lemme 3.2.3. L’algorithme itératif rappelé au chapitre 0 est encore valable si l’espace des

états X est un sous-espace fermé de ’espace des observateurs X .

Démonstration. 11 suffit de reprendre les démonstrations des Propositions 2.5 et 3.3 de [72],
qui aboutissent au résultat sans modification. En effet, il suffit de remarquer que la solution
z de (0.2.1) est continue dans X (par le Théoréme 0.1.7), donc dans X*. Le reste de la
démonstration est identique en prenant X+ au lieu de X, et la reconstruction a donc lieu
dans X . [

Remarque 3.2.1. Dans le paragraphe précédent, nous avons implicitement utilisé un espace

X, lorsque nous avons remplacé V par V.

Les observateurs développés dans ce paragraphe ne vérifie pas la condition H - v = 0.
On pourrait étre tenté de “l’oublier” comme on ’a fait précédemment pour la condition
de divergence nulle (avec l'introduction du sous-espace V). Toutefois, cette condition
est utile a notre analyse car c’est elle qui garantira suffisamment de régularité sur H
(par le Théoréme 3.1.5). Autrement dit, le systéme observé (3.1.1) est regardé sur l'es-
pace V = Hy(div,Q) x H{ (div, ), alors que les observateurs sont vus sur 'espace V7,
défini par (3.1.7).
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3.2. RECONSTRUCTION DES DONNEES INITIALES

t
Le systéme (3.1.8) se réécrit en posant ¢(t) = e(?) et gy = <0
h(t) ho

{ q(t) = A*q(t), V>0,

ou 'on a défini

de domaine

D(AY) =V ﬂ{(u,v)eUxU|u‘2/\V:0, up Av+Ev A (v Av) =0},

obs

avec U défini par (3.1.5).

On peut montrer facilement que A" est m-dissipatif. De plus, si (Q, T, 7) vérifie (COGF),
le Théoréme 3.1.6 nous dit que A" est le générateur d’un Cy-semi-groupe exponentiellement
stable sur VI .

On définit maintenant 'opérateur d’observation linéaire

C (Z) =Y. AV = X, v (Z) € H x H(rot, Q),

ol x|, est la fonction caractéristique de la partie I' de la frontiere 0f).
Si on pose Y = (L2(80))%, on a C € L(D(A),Y) par les Théorémes 3.1.3 et 3.1.5.

Théoréme 3.2.4. Si (Q,', 1) vérifie la condition d’optique géométrique (COGF), alors
le couple (A,C) est estimable par (AtT,—£C*) et estimable dans le sens rétrograde par

((A™)", =€C7).

Démonstration. Notons T™ le semi-groupe de contraction exponentiellement stable engendré
par A™ (par hypothése sur (2,T") et parce que AT est m-dissipatif par le Théoréme 0.1.10).

Il faut montrer que

1. —£C* est un opérateur de controle admissible pour T, i.e. (par dualité d’aprés le
Théoréme 0.1.13)

T
3r > 0, My > 0, / |C(TH*2|12-ds < Mrp||2|%, Yz € D((AM)).
0

2. On utilise la formulation faible de 'estimabilité, donnée dans la Remarque 0.2.1.
<A21, ZQ>X = <Zl, (A+)* Z2>X + €<021, CZQ)Y, V2 € D(A), 29 € D((A+)*)
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DE MAXWELL

3. —£C™* est un opérateur de controle admissible pour (T*)*

T
37 > 0, My > 0, / ICT*2|2ds < My||2|%, V2 € D(AT).
0

4. De la méme facon, on utilise la formulation faible de I’estimabilité dans le sens rétro-

grade, donnée dans la Remarque 0.2.3.

_<A21,Z2>X = <2’1,A+22>X + §<0217022>y, \V/ 21 € D(A),ZQ < D(A+)

Remarquons dans un premier temps que (T")* est engendré par

i} 0 —elrot
(A7) = ( . ) :
porot 0

de domaine

obs

D((AM)*) =V} m{(u,v) eU lug Av=0,u . Av=E&vA (v Av)}.

En effet, par la formule de Green (3.1.6), on a pour tous (2) € D(AT), (ZV) € D((AT)")

() )0+ B) -6,

+ <¢|F,$\F ANv—E&v A <@,DV‘F /\1/>>Y

o) _ ) e ) _ iy [ ors e(t) est solution
1. Notons <h0> =z € D((A")*) et (h(t)) = (T}) <h0>' Al (h(t)) t solut

de

( 5%e(x,t) + rot h(z,t) =0, VreQt>D0,
uah(x,t) —rote(z,t) =0, VeeQt>0,
dive(z,t) =0, Vaeelt>0,
div h(x,t) =0, VoeQt>0,
e(z,t) ANv(x) =0, h(z,t)-v(z) =0, Vaeedt>0,
e(z,t) Nv(z) =Ev(x) A (h(z,t) Av(z)), Veel,t>0,
e(x,0) = ep(x), Ve,
h(x,0) = ho(x), Ve

\

AT étant m-dissipatif, il en est de méme pour (AT)* (par la Proposition 0.1.8), et
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(T*)* est donc de contraction (par le Théoréme 0.1.10). En particulier, on a
2
h(t) ) ||« ht)) \h®)) [ «
= —Lllxpnh@)5-
En intégrant de 0 & T" > 0, on obtient
2
G(T) _ €0
h(T) ho

X
T T
/0 |C(T?) 2|2 ds = / e ds,

1d
2 dt

2

T
_ ¢ / e (s)|ds.
X 0

Or

et on obtient donc 'admissibilité de C' pour (TT)*, i.e.
4 1
| e sas < gtk Ve DAy
0

Par dualité, C* est un opérateur de contrdle admissible pour T.

. Pour tout (j;) € D(A) et <f§> € D((AT)*), on a

<A (Z) | (j‘g) >X — (rote), ) — (rot 6, ).

Par ailleurs, par le Théoréme 3.1.5, on a D(A) C (HY(Q))* x (H'())’, et on peut

alors utiliser la formule de Green (3.1.4) pour obtenir

< (ZZ) (A%)* (g) > = (rot 1), @) — (10t $, ) + (Dlpe, W11 — (Yo W10} 1 _1.-

Or v et v, € (L2(892))” puisque D((AT)*) € U (défini par (3.1.5)), et les crochets de
dualité s’identifie donc au produit scalaire dans (L2(8Q))3 par l'égalité (0.1.5) puisque
1 3 1 3
(H*E(@Q)) est le dual de <H§(8Q)) par rapport a I'espace pivot (L2(89))°. Alors
<¢|aga ’7t77/}> = <¢\ag ) 7t¢>Ya~
= —(Poq: V A ?|89>Y’

= _<¢\afz AV, w\aQ>Y7
=0.

1_1
272
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De la méme facon

<w\5977t$> <w|3977t >
= €<w|r7V A <¢‘F A V>>Y’

:€<¢|F /\Vaqz|r /\V>Y7

1_1
272

ot I'on a utilisé le fait que %F AV =EU AN (%F A y). Et on a donc

< (Z) (A7) (g) >X = (rot ¢, ¢) — (rot d, ) — £ A v, Py A vy

Enfin, on a N
() (9),- e

En combinant les égalités précédentes, on obtient

(Az1, 20)x = (21, (AT) 20)x +&(C21, Ca)y, V z1 € D(A), 2o € D((AT)).

3. On peut refaire le méme type de calculs pour obtenir ’admissibilité de C' pour T,
1.€.
r 1
| IeTsRds < Sk, Ve e D,
0

Autrement dit, par le Théoréme 0.1.13, C* est un opérateur de controle admissible
pour (T+)*

4. Les calculs sont similaires a ’estimabilité.

On reconstruit alors les champs initiaux en définissant, pour tout n € N, les observateurs

direct et rétrograde z;" et 2, solutions de (0.2.4) et (0.2.7). En réécrivant les observateurs sous
+ E
forme d’équations aux dérivées partielles, en posant 1 =z et rétrograde [ ”_] =z,

n

n
on obtient pour tout n € N (on a réécrit la condition de Silver-Miiller autrement pour faire
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apparaitre directement )

(0

(0
5%E;(x,t) —rot H, (z,t) =0,
,LLEH,: z,t) +rot B (z,t) =0,
div B, (z,t) =0,
divH, (z,t) =0,

E-(z,7)=Ef(x,71),

\ n
ou 'on a posé

Ef (z,0) =0, Hy (z,0) =0,

(B, (z,t) Av(x) Av(z) = EH, (2, t) Av(z) = —Ey(x, t),

Vo €,

V(z,t) € Q x [0, 7],
V(z,t) € Q x [0, 7],
V(x,t) € Q x [0, 7],
V(z,t) € Q x [0, 7],
V(z,t) € X x [0, 7],

Vr € .

(3.2.5)

(3.2.6)

Remarque 3.2.2. Si l'on raisonne directement sur ces équations, on remarque qu’il est aisé

de leur donner un sens (i.e. 'existence d’une solution forte) si la condition d’impédance

sur I' a un sens. Or en toute généralité, y(x,t) = H.(z,t) A v(z) € H~ 2 (div, 09), et

I’égalité n’a donc pas lieu dans (L2(8§2))3. Mais la régularité présente dans le systéme initial

(conséquence du fait que H - v = 0 sur tout le bord), montre (par le Théoréme 3.1.5) que

I'on peut considérer cette égalité dans (LQ(aQ))g. On pourrait par exemple s’inspirer des

méthodes développées dans Tucsnak et Weiss [30,

| pour les équations du second ordre.

Contrairement au cas précédent, ou 'opérateur d’observation était borné, nous n’avons

pas de critére permettant de choisir 7 de telle sorte que 'algorithme itératif du Chapitre 0

soit convergent.

En utilisant les observateurs (3.2.5)—(3.2.6), on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.5. Soient Q0 est un domaine borné de R3, de frontiere OQ et T' C 0N tel que

(Q, T, 7s) vérifie (COGF). Alors si Tps est suffisamment grand, il existe une constante
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0 < a <1 telle que pour toute donnée initiale Ey € (KN(Q))l, Hy € (L*(Q))? vérifiant

div Ey(x) = div Hy(z) = 0, Ve,
Hy(x) -v(z) =0, Ve 09,

on ait pour tout n > 1

g/Q}EO—En(O)|2+u/Q\HO—HH(O)f <a" {s/ﬂ\EO|2+/L/Q|HO|2}.

Démonstration. 11 s’agit d'une application directe de I'algorithme itératif de reconstruction

de données initiales, a ’aide du Théoréeme 3.2.4. [ |

3.3 Reconstruction d’un terme source

On s’intéresse dans cette Section a la reconstruction d’un terme source dans les équations
de Maxwell. On utilisera pour cela la méthode décrite dans la Section 0.3 du Chapitre 0.
Soient A € H} .((0,00),R) connue, telle que A\(0) # 0, et (f,¢9) € V inconnue. On

consideére le systéme

(0

E%E(aﬁ,t)—rotH(.r,t)—l—)\(t)f(:z:) =0, VaoeQt>0,
,uaH(x, t) +rot E(z,t) + \(t)g(z) = 0, VaoeQt>0,
div E(z,t) =0, VoeQt>0,
div H(z,t) =0, VeeQt>0, (3.3.1)
E(z,t) ANv(z) =0, H(z,t)-v(z) =0, Vaoedt>0,
E(z,0) = Ey(x), Ve,
| H(x,0) = Hy(x), Vel

On souhaite reconstruire (f, g) a partir d’une observation y(t) de ce systéme, sur un intervalle

de temps [0, 7].
En utilisant les définitions du début de ce chapitre, et en posant F' = A [f], on peut
9

réécrire (3.3.1) sous la forme

{ A(t) = Az(t) + F(t), V>0,

Remarquons dans un premier temps que ce systéme est bien posé d’aprés le Théoréme 0.1.7,

et en remarquant que les conditions additionnelles divE = divH = 0 et H-v = 0 sont

encore vérifiées. En effet, [ ] eV, ,iedivf=divg=0et gAv =0 et le terme source n’a

9
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donc aucune influence.

3.3.1 Avec observation interne

On suppose que l'on dispose du champ électrique E sur un sous-domaine O de €2, pendant

un intervalle de temps [0, 7] (Sous-section 3.2.1). Alors on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1. Si Q est un domaine borné de R3, de fronticre OQ connexe et O C Q tel
que (2, O) vérifie (COG) en temps T > 0, avec O et Q\O connezes. Si de plus f € (L*(Q))3,
s (KT(Q))l vérifient

div f(x) = divg(x) = 0, Ve,
g(x)-v(x) =0, Ve o,

alors on peut reconstruire (f, g) a laide de l'algorithme de la Section 0.5.

3.3.2 Avec observation frontiére

On suppose maintenant que 'on dispose de H A v sur un sous-ensemble I' de 92 (Sous-

section 3.2.2). Alors on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2. Si Q est un domaine borné de R3, de frontiere 9 et T C OS2 tel que (Q,T)
vérifie (COGF) en temps Tops > 0. Si de plus T est suffisamment grand, et si f € (KN(Q))L,
g € (L2(Q))’ vérifient

div f(z) = divg(z) =0, Ve,
g(x)-v(z) =0, Ve 0f,

alors on peut reconstruire (f,g) a l'aide de lalgorithme de la Section 0.3.
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Chapitre 4

Quelques variations autour des

observateurs
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Nous tentons dans ce Chapitre 4 d’étendre le cadre d’application de l'algorithme de
reconstruction de données initiales. Nous donnons dans une premiére Section quelques ré-
sultats de robustesse des observateurs aux perturbations, linéaires dans un premier temps,
puis non-linéaires. Nous nous attardons plus particulierement sur le cas des perturbations
de systémes conservatifs (i.e. avec A* = —A), avec opérateur d’observation borné, puisque
le Théoréeme de Liu 0.1.16 permet, lorsqu’il y a observabilité exacte, d’obtenir facilement
des observateurs direct et rétrograde dans ce cas. Nous donnons quelques simulations numé-
riques pour illustrer nos résultats. Dans la deuxiéme Section, nous nous posons la question
de l'utilisation de 'algorithme lorsqu’il n’y a pas observabilité exacte (toujours dans le cas
conservatif avec opérateur d’observation borné). En effet, les observateurs direct et rétro-
grade sont toujours bien définis dans ce cas, et il est naturel de se demander ce que reconstruit
I’algorithme itératif s’il converge. Nous nous sommes intéressés dans la derniére Section a la

reconstruction de données initiales pour les équations des ondes en domaine non borné.
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4.1 Perturbations

Jusqu’a présent, nous avons toujours considéré des systémes conservatifs, bien que 'al-
gorithme de reconstruction de données initiales ne se limite pas a ce type de systéme. La
principale difficulté dans le cas général concerne la construction des opérateurs H+ et H .

En effet, méme lorsque 'on sait qu’ils existent, ils peuvent s’avérer difficile a calculer.

Supposons par exemple que (A, C') et (A+ P, C') soient exactement observables, avec A un
opérateur anti-adjoint, C' € L(X,Y’) un opérateur d’observation borné et P une perturbation
linéaire bornée. On sait, par hypothése d’observabilité exacte, que (A + P, C') est estimable
et estimable dans le sens rétrograde par la Proposition 0.2.1. On peut méme obtenir des
opérateurs HT explicites en utilisant un résultat de Slemrod [30] (rappelé sous sa forme gé-
néralisée dans le Théoréme 0.1.17). Cependant, le calcul effectif de ces opérateurs nécessitent
I'inversion d’une modification du Grammien d’observabilité (voir Remarque 0.1.3), ce qui
est numériquement trés cotiteux, voire plus cotiteux que l'inversion directe de 'opérateur
état—sortie W, dans 'égalité y = W.z,. Il est donc peu envisageable d’utiliser ces opéra-
teurs en combinaison avec les résultats connus de robustesse d’observabilité exacte (voir par
exemple Tucsnak et Weiss [33], Cindea et Tucsnak [20, 27| ou encore Baroun et Jacob |9
dans le cas semi-linéaire). Dans notre exemple, (A, C') est estimable par (A — C*C, —C") et
estimable dans le sens rétrograde par (—A — C*C, —C*) (par le Théoréme de Liu 0.1.16). Il
est alors naturel de se demander si I'on peut encore utiliser HT = —C* aprés perturbation.
Autrement dit, le couple (A + P, C') est-il estimable par (A 4+ P — C*C,—C*) et estimable
dans le sens rétrograde par (—A — P — C*C, —C*)?

Plus généralement, on s’intéresse a la question suivante : si (A, C) est estimable par
(AT, H™), et estimable dans le sens rétrograde par (A~, H ), a-t-on (A + P,C) es-
timable par (At + P, H'), et estimable dans le sens rétrograde par (A~ — P, H™)?

Par la Proposition 0.2.2, une réponse affirmative a la précédente question entraine un ré-
sultat sur la robustesse de I'observabilité exacte par rapport aux perturbations. Le probléme
que l'on consideére ici est donc le suivant. Soient X un espace de Hilbert et A : D(A) — X
le générateur d'un Cp-semi-groupe T sur X, et un opérateur d’observation C' € L(X,Y),
ou Y est un autre espace de Hilbert. On suppose que (A, C') est estimable par (AT, HT)
et estimable dans le sens rétrograde par (A=, H™). Soit P : D(A) — X un opérateur de

perturbation, on considére alors I’équation différentielle (que I'on suppose bien posée)

(4.1.1)

A(t) = (A+ P)2(b), V>0,
2(0) = 2 € D(A).

Nous observons ce systéme au travers de 'opérateur C' sur un intervalle de temps [0, 7], i.e.
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on dispose de la mesure
y(t) = Cz(t), Vitelo,T]. (4.1.2)

On cherche alors a reconstruire zg a partir de la connaissance de y, en utilisant la méthode
par observateurs itératifs. Nous allons voir dans la suite qu’il s’agit d’un probléme treés dif-

ficile, auquel nous n’avons apporté que quelques résultats partiels.

Nous avons pu montrer que I’algorithme est stable vis a vis des “petites” perturbations
linéaires, bien que les observateurs utilisés soient alors difficilement constructibles en pra-
tique, soit parce que les opérateurs H™ et H~ ne sont pas aisément calculables (Proposition
4.1.3 et Théoréme 4.1.5), soit parce que le gain est difficilement optimisable (Proposition
4.1.6). Nous testons numériquement la reconstruction des données initiales d’une équation
de Schrodinger avec potentiel.

Nous nous sommes ensuite intéressés au cas des perturbations localement lipschitziennes,
et avons construit un observateur direct sous certaines hypothéses (voir le Théoréme 4.1.8).
Nous donnons quelques simulations sur I’équation de Klein-Gordon dissipative. Nous ne
sommes cependant pas parvenus a construire d’observateur rétrograde et n’avons donc pas
pu généraliser ’algorithme aux systémes non-linéairement perturbés.

Dans la Section 4.2, nous étudions le comportement de I'algorithme itératif dans le cas
ou A est anti-adjoint, C est borné, H™ = H~ = —yC*, avec v > 0, lorsque (A, C') n’est pas
exactement observable. Notre principal résultat (Théoréme 4.2.3) affirme que l'algorithme
converge vers la “partie observable” de la donnée initiale.

Enfin, nous concluons par une application des résultats de la Section 4.2 a la tomographie

thermo-acoustique en dimension un et trois (Théorémes 4.3.2 et 4.3.3).

4.1.1 Perturbations linéaires

Dans cette Section, nous supposons que A est le générateur d’'un Cy-groupe T, et que
C € L(X,Y). En particulier, I'estimabilité et I'estimabilité rétrograde sont équivalentes a
I'observabilité exacte (Proposition 0.2.3).

On se propose de montrer la Proposition 4.1.3 pour commencer. On y affirme que si
P € L(X) est de norme suffisamment petite, alors les opérateurs H* donnés par Slemrod
[30] (Proposition 4.1.1 suivante) permettent encore d’estimer (A, C') dans les sens direct et
rétrograde. Autrement dit, il n’est pas nécessaire de calculer les nouveaux H}f correspondant
au systéme perturbé, ce qui nécessiterait également de montrer que (A + P, C) est encore

exactement observable, alors que notre résultat I'impliquera par la Proposition 0.2.3.

Proposition 4.1.1. Slemrod [50, Théoréeme 2.1]
Soient A le générateur d’un Cy-groupe T sur l'espace de Hilbert X, et C € L(X,Y) un

opérateur d’observation borné, ot Y est un autre espace de Hilbert. Supposons que (A, C)
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soit exactement observable en temps T > 0.

Alors (A, C) est estimable avec un tauz de décroissance exponentielle préfizé.

Plus précisément, pour tout w > 0

e L’opérateur A, défini par
Az = / e 2ST* C*CT_,zds, VzeX, (4.1.3)
0

est symétrique défini positif.
o Lopérateur AT = A—A-1C*C est le générateur d’un Cy-groupe TT exponenticllement

stable et il existe une constante M, > 1 telle que
TS 2| < Mye ™| 2], Vit>0.

Démonstration. 11 est clair que A, est borné et auto-adjoint défini positif. En effet, le ca-
ractére borné de A, découle directement du caractére borné de C, et puisque (A, C) est
exactement observable, il en va de méme pour (—A, C) (le calcul est fait dans la démons-

tration de la Proposition 0.2.1). En particulier, il existe une constante k, > 0 telle que
T
(Apz,2) = / e 2||CT_,2||2ds > k.||z|?, VzeX,
0

et alors A,, est défini positif, et en particulier inversible.

On définit maintenant A7 = A + H, +wl, ou H, = —A'C* € L(X,Y). A étant le
générateur d’un groupe, et H, +wl étant borné, A' est encore le générateur d’un Cy-groupe
ﬁff (il suffit de se rappeler qu'un opérateur A est le générateur d’un groupe si et seulement

si son spectre est compris dans une bande verticale du plan complexe).

On a alors pour tout z € D(A)

d SO S S _
= <Aw1rjz,']rt+z> — 9 <AWA']I‘jz,’]I‘;Lz> + 2w <Ath+z,']rt+z> —2||OT 2|2,
= 2/ e **Re <CT,SAﬁ‘jz,CT,Sﬁ‘jz> ds
0
+2uw <Awsz, T2 ) — 2||CTf 2|2,
T d — —
- —2/ e **Re <—CTSsz,CTSsz ds
0 ds
+2uw <Aw"]I’Z“z, Tfz2) — 2| OT 2|2,
T d " .
_ _/ (e IOT_ T 2P) ds - 2T =,
o ds
= —[le™"CT_, Ty 2| — [|OT/ )%,
< 0.

126



4.1. PERTURBATIONS

1~ 2
En d’autres termes, par densité de D(A) dans X, )AE,']T;L zH est décroissante en ¢ pour
tout z € X. Puisque A, est borné inférieurement, il existe une constante M, > 0 telle que
|IT|| < M,, pour tout ¢ > 0. Enfin, AT = A+ H,C = A} — wI engendre un Cy-groupe T+

tel que ||T; || = ||e T} || < Mye ! pour tout ¢ > 0. |

Choix de 7 pour la convergence de I’algorithme ?

Bien que la stabilisation proposée par Slemrod soit difficilement calculable du fait de la
nécessité d’inverser la modification du Grammien d’observabilité (4.1.3), et donc exploitable
en pratique, nous montrons un résultat intéressant en soi. Les calculs développés pour ce
résultat nous servirons par la suite dans la démonstration de la Proposition 4.1.3 sur la
robustesse de I'algorithme itératif vis & vis des petites perturbations linéaires.

Dans le cas ou A est anti-adjoint et C' € L(X,Y) tels que (A, C) soit exactement ob-
servable en temps 7 > 0, Ito, Ramdani et Tucsnak [15] ont montré (voir Proposition 0.2.4)
que [|[T}||zx) < 1 quand on prend H* = —yC* pour tout v > 0. On montre dans ce para-
graphe que la stabilisation proposée par Slemrod a la méme propriété, pourvu que le taux

de décroissance exponentielle choisi soit suffisamment grand.

Proposition 4.1.2. Soit A le générateur d’un Cy-groupe T sur l’espace de Hilbert X, et C €
L(X,Y) un opérateur d’observation borné, ou'Y est un autre espace de Hilbert. Supposons
que (A, C) soit exactement observable en temps T > 0, de constante k. > 0.
On définit A, par (4.1.3) et A, par (4.1.3) avec —A en lieu et place de A.

On suppose que

IC? -
w= oo max { || T2 )M, M*}.
ou M* = sup HTiSH%(X)'

s€[0,7]

Alors (A,C) est

e estimable par (A — A'C*C, —A;1C*),

e estimable dans le sens rétrograde par (—A — AJ1C*C, —AZ1C).
Notons T+ et T~ les deuz Cy-groupes engendrés par A — A1 C*C et —A — Z\';lc*c respec-
tivement. On a

1> T e = 0. 1> T, ey —> 0.

w—r+00

Démonstration. A partir de

/ |CT_sz|ds = / |CT,T_,z|*do, VzeX,
0 0
on obtient facilement que (—A, C') est exactement observable en temps 7 > 0 de constante
k
Ky = ——5—.
T+ 17 )
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D’aprés la Proposition 4.1.1, A — A'C*C est le générateur d’'un Cp-groupe T exponen-

tiellement stable. En regardant de plus prés la démonstration de cette Proposition, on voit

que
1 2 1 2
ﬂrsz < e 2t |[AZ2 ) , Ve X.
D’ou, d’aprés la définition de A,
—2wT || (]2 - ol —e %7 —2wt | |12
Kre T z||* < M~ ||C|| e =1, VzeX. (4.1.4)

En effet, on a d’une part

1
A2z

|

2 T
] — / =25\ OT_, 2| 2ds,
0

T

> e‘gm/ |CT_,z||*ds,

0
> e 27k |22

et d’autre part

1
Aez

2 T
- / =25, 2|%ds,
0
<HCHM/‘—”Wﬂ4P
1— 72w7- )
Sy lel VARt Sl P}

On peut réécrire (4.1.4) sous la forme

2wT M~ C 2
(6 ) H “ 672thz|l27

TP < VieX
Posons K = %?HQ, on a alors
T 2]? < KeQUJ:J—_le_%tHzHQ, VzeX. (4.1.5)
En prenant t = 7, on obtient
L O e N R 2T S
etsinK,Kl_%M<l.

Des arguments similaires pour (—A, C') permettent de montrer que —A — K; 1C*C est le
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générateur d'un Cy-groupe T~ exponentiellement stable vérifiant

~1— 672w7'
T 2| < K———|2|, VzeX,
w
~ C|*M+
ou K = —H | .
2k,
I1 est clair qu’en faisant tendre w vers l'infini, on obtient le résultat annoncé. [ |

Robustesse de ’observabilité exacte

Rappelons que si A est le générateur d'un Cy-semi-groupe T sur X vérifiant ||T;||zx) <
Me“t, on sait (voir le Théoréme 0.1.20) que pour toute perturbation bornée P € L(X),

A+ P est encore le générateur d'un Cy-semi-groupe T tel que
ITP 2| < Me(HMIPleco )t 4, VzeX.

On peut combiner I'inégalité (4.1.5) obtenue dans la preuve de la Proposition 4.1.2 avec

ce résultat sur les perturbations pour en déduire la Proposition suivante.

Proposition 4.1.3. Soit A le générateur d’un Cy-groupe T sur ’espace de Hilbert X, C €
L(X,Y) un opérateur d’observation borné, ot Y est un autre espace de Hilbert et P € L(X)
une perturbation bornée. Supposons que (A, C') soit exactement observable en temps T > 0,
de constante k, > 0, et notons

_ MTNCIPITAIZ ~ _ M*|C|?

M* = Tosll% xr, K , K
SE%I,)T]“ +sllzex) o T

St

3
IPleo < () ’“—m{ i }
er) 2||C|? M=||T 2y M*
alors (A+ P,C) est
e estimable par (A+ P — AJ1C*C, —A;'CY),
e cstimable dans le sens rétrograde par (—A — P — K;lC*C’, —K;lC*).

En particulier, (A + P,C') est encore exactement observable.

Démonstration. Dans la démonstration de la Proposition 4.1.2, nous avons établi I'inégalité
(4.1.5), i.e.

2wt

—1
ITf2|? < K——e||z|2,  VzeX.
w
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On pose dans la suite

pour «, 5 > 0. Alors en notant o = % >0, on a
ITF 2] < Mae™ %12, VzeX,
et donc A+ P — AZ1C*C est le générateur d'un Cy-groupe THT vérifiant
ITF*2]| < Myel-eKHMalPleco)t | vz e X.

w ~
De la méme fagon, en notant 5 = = >0, A+ P—AZ1C*C est le générateur d'un Cp-groupe
TP~ vérifiant

TP 2|| < MaelTBRMslIPlec )t |, VzeX.

Les Cy-groupes TF* et TP~ seront exponentiellement stables s’il existe deux réels a et

[ strictement positifs tels que

akK 6[?
PEX < =, PLX < =.
1Pllcex) A [Pl 2cx) i,

20KT o2BKT
2
et M5 < 3

et \/Bﬂ_f( e PET Comme P doit vérifier les deux inégalités, il doit vérifier le minimum,

, on peut calculer les valeurs maximales de /aaKe K7

Puisque M? <

correspondant & I’hypothése donnée dans I'énoncé.
Le fait que (A+ P, C) soit encore exactement observable provient alors de la Proposition
0.2.2. |

On montre maintenant un résultat plus abstrait de robustesse de 'estimabilité d’un
couple (A, C). On utilisera ensuite une méthode similaire pour le cas particulier des systémes
conservatifs avec opérateur d’observation borné et perturbation bornée suffisamment petite
(en norme). Encore une fois, 'intérét est d’avoir explicitement les opérateurs H et H~ pour
I’application de l'algorithme itératif de reconstruction, i.e. ceux donnés par le Théoréme
0.1.16 (de Liu) : H" = H~ = —yC* pour 7 > 0.

Proposition 4.1.4. Soit (A,C) un couple estimable par le couple (A, HT) (on note TT le
Co-semi-groupe exponentiellement stable engendré par A™) et soit P = EF un opérateur de

perturbation linéaire vérifiant

1. F € L(D(A"),Y) est un opérateur d’observation admissible en temps infini pour
T*. En particulier (voir Théoréme 0.1.14), pour tout wo(TH) < a < 0 il existe une
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constante M, > 0 telle que

M,

|F(s] — A7 < NI Vs e C,. (4.1.6)
2. E e L(Y,X) est tel que
J/=a
E .
R TR

Alors (A+ P,C) est estimable par (AT + P,H").

Démonstration. Par le Théoréme 0.1.21, AT + P est encore le générateur d'un Cy-semi-
groupe T+,

Pour tout s € p(AT + P) N p(A™), il est facile de vérifier que

(s — AT —P) ' —(sI — AY) = (s — AT — P)"'P(sI — A")™ Y,

et donc
(s — ANt = (s — AT — P)"'(I — P(s] — A")™h).
De ||E| < _a, on déduit qu’il existe un € > 0 tel que
_ E||M,
P(sI — AT <—l——i—<L VseC_.. 4.1.7
R (.17
En effet, il existe un € > 0 tel que || E|| = 57—, et donc

| E|| M, < N —E—«
vVRe s —a \/Res—a7

d’ott ce que nous avons annoncé, et (I — P(sI — AT)™!) est donc inversible. On a alors

|P(sI — AT)7H| < Vs e C,,

(s — A" — P)™' = (s — A")"Y(I — P(sI — A", Vs € p(AT + P)np(A"),

et (sI—AT—P)~! admet donc un prolongement analytique sur C_.. De plus, par le Théoréme
0.1.3 (de Hille-Yosida), il existe une constante M. > 0 telle que

M,
I—AN Y < —~— v C_.
(6T = AN < o VseCo,

et puisque

1

||(I_P(S]_A+)_1)_1H < 1+ HP(SI—A+)

] <1, VseC_,,
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on obtient que

M.
sup ||(sI — AT —P) Y <M =",
Re s>0 €

Donc, par le Théoréme 0.1.4 (de Gearhart-Huang-Priiss), TF' est exponentiellement stable.

Enfin, il est évident que
(A+ P)z = (A" + P)x — HC, vV z € D(A),

par hypothése d’estimabilité sur (A, C'), d’ou le résultat. |
Cette Proposition nous permet d’obtenir directement le Théoréme suivant.

Théoréme 4.1.5. Soient (A, C') un couple estimable par (AT, HT) et estimable dans le sens

rétrograde par (A=, H™) et P = EF un opérateur de perturbation linéaire vérifiant

1. F € L(D(AT),Y)NL(D(A™),Y) est un opérateur d’observation admissible en temps
infini pour AT et A~. On note (o, M1,) et (=, M) les constantes correspondantes

a Tt et T~ dans (4.1.6) respectivement.
2. E € L(Y,X) est tel que

I1E|| < min{m, \/T"_} .

Mor " M,

Alors (A + P,C) est estimable par (AT + P,H") et estimable dans le sens rétrograde par
(A~ — P,H™). En particulier, (A + P,C) est encore exactement observable.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 4.1.4 et de la Proposition
0.2.2. |

On obtient également, en suivant la méme démonstration, la Proposition suivante, dans
le cas plus simple qui nous intéressait : A anti-adjoint et C' borné, avec (A, C') exactement

observable, et P une perturbation bornée.

Proposition 4.1.6. Soient A anti-adjoint sur X, C € L(X,Y) tel que (A,C) soit exacte-
ment observable, et P € L(X). Pour touty > 0, on note TT le Cy-semi-groupe exponentiel-
lement stable engendré par A —~C*C.

Si || Pl pxy < —wo(TT), alors (A+ P,C) est

o estimable par (A+ P —~C*C,—~C*),

e estimable dans le sens rétrograde par (—A — P — yC*C, —yC*).

En particulier, (A+ P,C') est encore exactement observable.

Démonstration. Notons AT = A —~C*C et A~ = —A —~C*C et T et T les Cy-semi-
groupes exeponentiellement stables (par le Théoréme de Liu 0.1.16) qu’ils engendrent res-
pectivement. De (AT)* = A~ on déduit que (T+)" = T, et donc wo(TT) = w(T™). Il est
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clair que A" et A~ sont m-dissipatif, et en particulier, par la Proposition 3.1.9 de [38] et
Iégalité wo(T) = wo(T™), on a pour tout a € (wy(TT),0)

1
I-AY))| < — o
61— a5 < ——.  vsec
Comme ||P|| < —wo(TT), il existe un o € (wp(TT),0) et un £ > 0 tels que |P|| = —a — ¢ et
P o —
Ipr—an) < P _ Zame oy e,

Res—a Res—a’

et donc

|P(sI — A¥)|| < 1, ¥seC_..

Alors l'inégalité stricte (4.1.7) est encore vérifiée. Le reste de la démonstration de la Propo-
sition 4.1.4 reste encore valide et on obtient donc que (A, C) est estimable et estimable dans
le sens rétrograde par (AT + P, —yC*) et (A~ — P,—~yC*) respectivement. Le Proposition

0.2.2 permet de conclure que (A + P, C') est encore exactement observable. |

Remarque 4.1.1. Remarquons que le Théoréme 4.1.5 nous permet d’améliorer sensible-
ment ce que 1'on obtient de I'estimation (Théoréme 0.1.20) sur le semi-groupe perturbé T7
engendré par A+ P — vC*C

HTf “ < Mwe(*W+Mw”P“£(X))t7

—wp(T™)

A ense rappelant que M, > 1 en général.

c’est-a-dire || P x) <

Une équation de Schrodinger avec potentiel

On considére dans cet exemple I’équation de Schrodinger avec un potentiel indépendant
du temps V(x) € L?*(Q), avec condition au bord de Dirichlet homogene, sur un domaine

Q CRY de N~

2

3
o5

gz(:p,t) =—i 2

z(z,t) =0, Ve dt>0,
2(2,0) = z(x) € H* () N Hy ().

2(x,t) + V(x)z(z, 1), Veelt>0,

Q

2
Ly

Nous reprenons les simulations faites au Chapite 1, ¢’est-a-dire avec Q = [0, 1] et observation

interne de I'état sur I'intervalle [0, 15]. La donnée initiale zy & reconstruire est

zo(x) = 100 cos(57x) sin(mx) exp{—50(z — 0, 325)?}
+ 30i cos(Tmx) sin (g:c) exp{—50(z — 0,75)*}, Ve 0,1].
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Rappelons que le systéme non perturbé est exactement observable en tout temps 7 > 0. La
Proposition 4.1.6 nous assure alors que le systéme est encore exactement observable lorsqu’on
ajoute un potentiel suffisamment petit. Remarquons toutefois que nous n’avons aucune
information sur le temps 7 > 0 conduisant a l'observabilité exacte du systéme perturbé.

Nous choisissons dans nos simulations 7 = 0,2. On ajoute le potentiel arbitrairement choisi
V(z) =M (2*sin(rz) + i(z(z — 1) cos(2mz)) Vzel0,1],

ou le parameétre M > 0 est 'amplitude qui nous permettra de modifier la norme de la

perturbation. On commence avec M = 25, et on obtient

Partie réelle initiale Partie imaginaire initiale

Exacte

a0 4 151 Reconstruite

Exacte iy
BO

Recaonstruite | 7

FIGURE 4.1 — Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de I’équation de Schrodinger
avec potentiel, apres 15 itérations, avec 7 = 0,2, v = 500, sans bruit et M = 25.

On peut apprécier sur la FIGURE 4.1 le peu de différences entre données exactes et
données reconstruites.

On voit sur la FIGURE 4.2 que la décroissance exponentielle de I’erreur a bien lieu, comme
I’assurait la Proposition 4.1.6. On teste ensuite la méme reconstruction avec M = 90, on
s’attend bien entendu & perdre en qualité de reconstruction. En effet, on s’apercoit sur les
FIGURE 4.3 et FIGURE 4.4 que la reconstruction commence a se révéler difficile.

Augmenter encore un peu M fait perdre complétement la convergence de ’algorithme de
reconstruction, comme on peut le voir sur les FIGURE 4.5 et FIGURE 4.6, avec M = 100. On
pourrait penser qu’il s’agit du fait que le temps d’observation est trop faible dans ce dernier
cas. En effet, comme nous l'avons déja évoquer, si la Proposition 4.1.6 permet d’obtenir
I'observabilité exacte du systéme perturbé (sous réserve que la perturbation soit suffisam-
ment petite), elle ne dit rien sur le temps d’observation. Malheureusement, les tests que nous
avons effectués en augmentant le temps d’observation n’ont montré aucune amélioration.

Nous avons donc cherché a voir si le gain v pouvait améliorer ce résultat, i.e. peut-on
retrouver la convergence en l'augmentant ? Il se trouve que c’est le cas, jusqu’a un certain

point. On peut comprendre cela comme 'optimisation du taux de décroissance exponentielle
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h = 0.001, dt = 1e-05, gain = 500, bruit = 0%, T = 0.2
50 T T
451 1
401 b
aEr % Erreur L2 i
" A
2 30k Erreur L2 partie reelle
E Erreur L2 partie imaginaire
2oesr 1
] 5
o 20 4
15+ % 1
10t ¥ .
X
5+ £ 4
i 5
0 . LI &
1] 3 10 15

Mambre d'itérations

FIGURE 4.2 — Erreur de reconstruction de donnée initiale pour I’équation de Schrodinger
avec potentiel, avec 7 = 0,2, v = 500, sans bruit et M = 25.

Partie réelle initiale Partie imaginaire initiale

T T T T T T T a0 F T T T T T T T T T =
Exacte

Reconstruite b

Exacte

B0

Reconstruite

FIGURE 4.3 — Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de I’équation de Schrodinger
avec potentiel, aprés 15 itérations, avec 7 = 0,2, v = 500, sans bruit et M = 90.

du Cy-semi-groupe engendré par A — vC*C' en fonction de 7, qui permet de prendre en
compte de plus grandes perturbations d’aprés la Proposition 4.1.6. Par exemple, si dans
I’exemple précédent on prend v = 1000000, on obtient de nouveau une courbe d’erreur
ayant le bon profil sur la FIGURE 4.8, et les reconstructions des parties réelles et imaginaires
sont alors plus satisfaisantes, comme on le voit sur la FIGURE 4.7. Cependant, il faudra une
discrétisation beaucoup plus fine pour obtenir une qualité de reconstruction acceptable, et
bien choisir le nombre d’itérations (on voit déja la reconstruction de la partie imaginaire se

détériorer sur la FIGURE 4.8).
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h=0.001, dt = 1e-05, gain = 300, bruit=0%, T =02

50 T T
* B3
45 ok g
3 x » w . .
- ® e -
40 . % .
= s = e

3o « i
) . . .
E ®
L agL * 4
p s
= ®
& oa0f x 1

151 4

o % Erraur L2 1

st *  Erreur L2 partie réelle
Erreur L2 partie imaginaire
D 1 1
1] 3 10 15

Mombre d'itérations

FIGURE 4.4 — Erreur de reconstruction de donnée initiale pour I’équation de Schrodinger
avec potentiel, avec 7 = 0, 2, v = 500, sans bruit et M = 90.

Partie réelle initiale Pattie imaginaire initiale

T T T T T T T 20F T T T T T T T T T =
— Exarte

- 181 Reconstruite |

Exacte

— Reconstruite [ 7

FIGURE 4.5 — Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de I’équation de Schrodinger
avec potentiel, aprés 15 itérations, avec 7 = 0, 2, v = 500, sans bruit et M = 100.
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Erreur relative

150

100

50

b =10.001, dt = 1e-05, gain = 5300, bruit=0 %, T =02

Erreur L2

Erreur LZ partie réelle
Erreur L2 partie imaginaire

Mombre d'itérations

10

FIGURE 4.6 — Erreur de reconstruction de donnée initiale pour I’équation de Schrodinger
avec 7 = 0,2, v = 500, sans bruit et M = 100.

avec potentiel,

Partie réelle initiale

a0

B0

Exacte

— Recanstruite | 7

Partie imaginaire initiale

Exacte

Recaonstruite

FIGURE 4.7 — Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de I’équation de Schrodinger
avec potentiel, aprés 15 itérations, avec 7 = 0,2, v = 1000000, sans bruit et M = 100.
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h = 0.001, dt = 1e-05, gain = 1000000, bruit=0%, T =02

100

a0 T

anr 1

or *  ErraurL2 1
G0k Erreur LZ partie réelle
# Erreur LZ partie imaginaire

500 % i

Erreur relative

40r ¥ * T
ior 4

20t 1

D 1 1
0 5 10 15

MNombre o'itérations

FIGURE 4.8 — Erreur de reconstruction de donnée initiale pour I’équation de Schrodinger
avec potentiel, avec 7 = 0, 2, v = 1000000, sans bruit et M = 100.
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Jusqu’a présent, le potentiel choisi était totalement arbitraire. On regarde pour conclure
cette partie la reconstruction dans le cas de potentiels classiques, autrement dit de la forme

Maz? et —Maz?, M > 0, qualifiés respectivement de répulsif et attractif,

Partie réelle initiale Partie imaginaire initiale

Exacte

Recaonstruite

80 F 1 mr

Exacte 10r
B0 — Reconstuite | 7|

FIGURE 4.9 — Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de I’équation de Schrodinger
avec potentiel répulsif, aprés 15 itérations, avec 7 = 0,2, v = 250, sans bruit et M = 50.

h=0.001, dt = 1e-05, gain = 230, bruit=0 %, T =0.2
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FIGURE 4.10 — Erreur de reconstruction de donnée initiale pour I’équation de Schrodinger
avec potentiel répulsif, avec 7 = 0,2, v = 250, sans bruit et M = 50.

Comme on le voit sur les FIGURE 4.9, FIGURE 4.10, FIGURE 4.11 et FIGURE 4.12, la

qualité des reconstructions n’est que peu modifiée, que le potentiel soit répulsif ou attractif.

139



CHAPITRE 4. QUELQUES VARIATIONS AUTOUR DES OBSERVATEURS

Partie réells initiale Partie imaginaire initiale
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FIGURE 4.11 — Parties réelle et imaginaire initiales reconstruites de I’équation de Schrodinger
avec potentiel attractif, apres 15 itérations, avec 7 = 0, 2, v = 250, sans bruit et M = 50.

h=0.001, dt = 1e-05, gain = 250, bruit=0%, T =02
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FIGURE 4.12 — Erreur de reconstruction de donnée initiale pour I’équation de Schrodinger
avec potentiel attractif, avec 7 = 0,2, v = 250, sans bruit et M = 50.

4.1.2 Perturbations non linéaires

Une question naturelle concerne la possibilité de reconstruire la donnée initiale d'un

systéme perturbé non-linéairement. On se heurte alors a plusieurs obstacles de taille.

1. Peut-on construire un observateur direct ? Dans I’affirmative, peut-on utiliser ’obser-

vateur du linéaire perturbé ?

2. Peut-on construire un observateur rétrograde ? Et si oui, peut-on aussi utiliser I’'obser-

vateur du linéaire perturbé ?
3. Peut-on itérer le procédé, pour obtenir 'algorithme itératif ?
Nous donnons une réponse positive au premier point sous certaines conditions, pour

de petites données initiales. Nous n’avons cependant pas de réponse satisfaisante pour la
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construction d’un observateur rétrograde, et a fortiori, pour adapter I’algorithme de recons-
truction de données initiales. Le manque d’information sur 1’état final et son estimation
constitue le principal obstacle & la construction de l'observateur rétrograde a l'aide des
résultats développés pour la construction de ’observateur direct.

La construction d’observateur pour un systéme non-linéaire est déja une tache difficile
en elle-méme, méme en dimension finie. On peut citer Ciccarella, Dalla Mora et Germani
[20] et Dalla Mora, Germani et Manes |28] pour la dimension finie, et Carmichael, Pritchard

et Quinn [17] et Couchouron et Ligarius [23] pour la dimension infinie.

Un résultat abstrait

Soient A le générateur d’un Cy-semi-groupe T sur X un espace de Hilbert, B € £(X) un
opérateur surjectif et N : X — X un opérateur non-linéaire localement lipschitzien. Pour

tout zo € D(A), on suppose que le systéme suivant est bien posé,

{ A(t) = Az(t) + BNz(t), vit=>0, (4.1.8)

2(0) = zp € D(A).

On observe ce systéme au travers d'un opérateur d’observation C' € L(D(A),Y), ou Y est

un autre espace de Hilbert, conduisant & la mesure
y(t) = Cz(t), Vit>0. (4.1.9)

Notre objectif étant (dans un premier temps) de construire un observateur direct, remar-
quons que nous observons le systéme “en temps long” (i.e. pour tout ¢ > 0), et non sur un
intervalle fini.

On suppose que le couple (A, C) est estimable par (A", H") dans le sens direct. Pour

tout z5 € D(AT), on définit I'observateur direct, que I'on suppose bien posé,

ZH(t) = Atz(t) + BNz(t) — HTy(t), V>0, (4.1.10)

2H(0) = zf € D(AT). o
On suppose de plus qu’il existe deux constantes positives M, et MZO’Z(T telles que

[z < M, 270N < M, s, Vi=0. (4.1.11)

En d’autres termes, on suppose que les trajectoires z(t) et z*(t) restent dans la boule de
rayon R = max {MZO,MZO’Z(T}. On note /¢ la constante de Lipschitz de I'opérateur N sur

cette boule, i.e.

HNZI_NZQH §£||Zl—22||, Vzl,ZQ EB(O,R)
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On note e(t) = 27 (t) — z(t) 'erreur entre le systéme initial et I'observateur. Alors e est

solution de
{ é(t) = Ate(t) + B(Nz+(t) — Nz(t)), Vit>0,

(0) = 25 — 2.
On se propose de montrer dans la Proposition suivante que cette erreur tend exponentielle-

ment vers 0 si une inégalité de type Riccati est vérifiée. Il s’agit d’une adaptation au cas de

la dimension infinie d’un résultat de Dalla Mora, Germani et Manes [25].

Proposition 4.1.7. Soient zg € D(A) et z5 € D(AT). On suppose que (A, C) est estimable
par (AT, HT) et on définit z et z* par (4.1.8) et (4.1.10) respectivement. On suppose de
plus que (4.1.11) est vérifiée et on note € la constante de Lipschitz correspondante.

S’il existe un opérateur auto-adjoint défini positif Il € L(X) et une constante o > 0 tels
que

AT+ TI(AM)* + BB* + 2all + £*11* < 0, (4.1.12)

alors il existe une constante M > 0 telle que
le@)| < Me™||e(0)]], Vi=0.

Démonstration. 1’idée consiste a construire une fonctionnelle de Lyapunov |18, Chapitre 9|
adaptée. Soit v(t) = (IT"te(t), e(t)), on a

o(t) = (ITTTAY + (AT)TI7Y) e(t), e(t))
+ (B I "e(t), N2 (t) — Nz(t)) + (N2"(t) — Nz(t), BII 'e(t)) .

En utilisant I'inégalité (a, b) + (b,a) < ||al|* + ||b]|?, on obtient
) < ((ITTPAT + (AT) T Y) e(t), e(t)) + (I BB*II e(t), e(t)) + [|[NzF(t) — Nz(1)|]>.

Puisque N est localement lipschitzien, de constante ¢ sur la boule B(0, R), on déduit de
I'hypothése (4.1.11) que pour tout ¢ > 0

0(t) < (AT + (AT)TT) e(t), e(t)) + (T BB (£)) + Clle@®)],
ou autrement dit
< ((ITTPAY + (AT T + TP BB I + 21 e(t), e(t)) .
On obtient alors facilement
t) < (AT +T(AY)* + BB* + (11%) T te(t), T "e(t)) .
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Or par l'inégalité de Riccati (4.1.12), cette inégalité devient
0(t) < —2au(t).
Le Lemme de Gronwall permet de conclure que
v(t) < e 2y(0).
Enfin, IT > 0 implique que 2 > 0, et donc 'existence d'une constante M > 0 telle que
le()Il < Me™*[|e(0)]], Vit=0,
par définition méme de v(t). [

On utilise cette Proposition pour obtenir le Théoréme suivant.

Théoréme 4.1.8. Soient zy € D(A) et zf € D(AT). On suppose que (A, C) est estimable
par (AT, H'), on note T le Cy-semi-groupe exponentiellement stable engendré par A" et
on définit z et zt par (4.1.8) et (4.1.10) respectivement. On suppose de plus que T est
un Cy-groupe et qu’il existe une boule B(0, R) telle que (4.1.11) soit vérifiée et telle que la
constante de Lipschitz £ > 0 de N vérifie

w
(< —— (4.1.13)
M, ||B|lv2

ou w et M, sont les constantes apparaissant dans
T 2|| < Mye™"|z]], Vze X, t>0.
Alors il existe une constante M > 0 telle que

127(t) = 2()[] < Me™[|z5" — o, Vit=>0,

w? — 20 M2 || B|)?
>

% 0.

ou o =

Remarque 4.1.2. Remarquons que la vérification de (4.1.13) implique plus de connaissance

sur M, que sa simple existence.

Remarque 4.1.3. Remarquons que dans le cas ou BN = P € L(X), le Théoréme 4.1.8
est moins performant (d’un facteur \%) que ce que permet d’obtenir 'estimation (Théoréme

0.1.20) sur le semi-groupe perturbé T engendré par A* + P
ITE || < Melmet¥elPleco):
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. —wo(T™)
‘est-a-d P < —.
c’est-a-dire || P[]z ML

Démonstration du Théoréme 4.1.8. Soit f € (0,w), le Cy-semi-groupe Tf = T/, engen-
dré par AT + 1, est encore exponentiellement stable. B* étant borné, c¢’est un opérateur
d’observation admissible en temps infini pour (Tﬁ)* (par stabilité exponentielle). D’aprés

Tucsnak et Weiss [88, Théoréme 5.1.1], il existe un opérateur auto-adjoint II € £(X) tel que
(A" +BI) I+ 11 (A" + BI)" + BB* = 0.

Autrement dit
AT+ 11 (AT)" + BB* + 2811 = 0. (4.1.14)

On commence par montrer que II est défini positif. De maniére équivalente, cela revient
a montrer que (A" + I, B) est exactement controlable (puisque l'on a IT = W5 W g par |38,
Théoréme 5.1.1] ou (Vpz) (t) = B* (Tﬁ): z). Autrement dit, il faut montrer qu’il existe un

7 > 0 tel qu’il existe une constante k, > 0 telle que
1052 > / 187 (T2) 2lPde > kefl=?, vzeX.
0

Par hypothése, B est surjectif, donc B* est borné inférieurement (voir par exemple [35,

Proposition 12.1.3]), et donc il existe une constante m > 0 telle que

[

Comme 'H‘f est une perturbation bornée d'un Cy-groupe (par hypothése), c’est encore un

* 2 O * 2
B* (Tf) ZH dtzmz/ H(']Tf) zH dt, VzeX.
0

Co-groupe, donc inversible & gauche. On en déduit que II est défini positif.

Par ailleurs, on a

Ip? = 012) = osel? = [ 5 (094 < 2B, v
Posons K = Kz, = w On a
2(w — B)
|22 < K,
et on obtient alors
(122, 2) — K (Iz, 2) = ||[2]]? = K|[T2z|> <0, VzeX.
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Finalement (4.1.14) devient
AT+ TI(AT)* + BB* + 2a,11 + (*11* < 0,

ot ag = B—(*K. On peut alors appliquer la Proposition 4.1.7 si on trouve un réel 3 € (0,w)

tel que ag > 0. Or
MG B|?
2(w—p)

ag>0<<= [ — > 0,
et comme € (0,w), on a

ag >0 < —28” + 2wB — ((M,| B|)®

Mais par 'hypothése (4.1.13), on obtient que az > 0 si et seulement si

w—W vanL|l)” www vao|s|)

En prenant g = 2 le résultat suit en appliquant directement la Proposition 4.1.7. [

Une équation des ondes semi-linéaire

Pour illustrer le résultat démontré dans le Théoréeme 4.1.8, nous nous intéressons a une

équation de Klein-Gordon semi-linéaire avec dissipation, en une dimension d’espace,

(02 0? 0
ww(xt)—mw(xt)jtdaw(xt)%—w( t) =0, Vaxel0,1],t>0,
w(0,8) = w(l,t) = 0, Vi>0,

w(z,0) = we(z) € Hy(0,1),

0 2
\ Ew(m 0) = wi(x) € L*(0,1),

(4.1.15)

ot d > 0 est un coefficient de dissipation. On observe ce systéme (4.1.15) de la fagon suivante

y(x,t) = X%w(m,t), Vi>0, (4.1.16)

ou x est la fonction caractéristique d’un sous-intervalle de mesure non nulle de [0, 1].

On se propose d’illustrer le Théoréme 4.1.8 en montrant que le systéme suivant est un

observateur direct du systéme (4.1.15), si les données initiales sont suffisamment petites. On
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note comme avant v > 0 le gain de I'observateur, défini par

/ 82 N 82 N a N
+Hw*)?(z,t) = yy(z,t), Vo€ [0,1],t>0
wt(0,1) = w(l, ) = 0, vt >0, (4.1.17)

\ Ot

Remarque 4.1.4. Le lecteur pourrait se demander pourquoi nous avons considéré des
systémes dissipatifs. Nous verrons que nous en avons besoin pour garantir la condition

(4.1.11) nécessaire dans notre construction d’un observateur direct.

Posons

0 I

X = Hj(0,1) x L*0,1), A=
3(0,1) x L2(0,1) (AO

) . D(AT) = (H*(0,1) N Hy(0,1)) x H(0,1),

0 0
Y =1%0,1), C=(0 , At=A—-~C*C, D= ,
(0,1) ( X) 7 (o d[)

w wt
z=10 , 2t=1o»o e B=1, N(¢>:(03>.
aw aw w _¢

On montre facilement que A est le générateur d’'un Cy-groupe unitaire S, C' € L(X,Y), et
(4.1.15) se réécrit

4(t) = (A= D)z(t) + BNz(t), vt=0, (4.1.18)
D’autre part, (4.1.17) se réécrit
FH(t) = (AT = D)z*(t) + BNz*(t), vt =0, (4.1.19)
#4(0) = 5 € D(A). h

La condition d’optique géométrique (voir Bardos, Lebeau et Rauch [3]) implique que (A, C)
est exactement observable en tout temps 7 > 2. Ainsi, le Théoréme de Liu 0.1.16 nous dit
que AT est le générateur d'un Cy-groupe T exponentiellement stable, pour tout v > 0. Par

ailleurs, rappelons le résultat suivant.

Théoréme 4.1.9 (Théoréme 3.5 [58]). Soit A est le générateur d’un Cy-semi-groupe expo-
nentiellement stable sur un espace de Hilbert X. Si P € L(X) satisfait

1. Re (Pz,z) <0, pour tout z € X,
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2. Re (Pzn, 2n) = 0 = ||Pz,|| = 0, pour toute suite (z,)nen C X,

alors A+ P est encore le générateur d’un Cy-semi-groupe exponentiellement stable.

On appliquant ce Théoréme avec A = A* et P = —D, lopérateur AT — D est encore le

générateur d'un Cyp-groupe TT exponentiellement stable sur X.

Avant toute chose, il faut montrer que les systémes (4.1.15) et (4.1.17) sont bien posés.

Proposition 4.1.10. Soit g € L? ((0,00),L*(0,1)), on considére le systéme suivant

(o o 0 ,
- - — = >
875211(1',15) a3521)(%75) + (d + yx(z)) (,%v(x,t) +vi(x,t) = g(z,t), Yo el0,1,t>0
v(0,%) = v(1,£) = 0, vt >0,
Uégzc,O) =v(x) € HY(0,1), Vz € [0, 1],
av(m,O) = v (x) € L*(0,1), Vz € [0,1],

(4.1.20)

Alors pour tout d > 0, v > 0, il existe une unique solution globale v vérifiant
v e O([Oa OO): H&(Ov 1)) n Cl([07 OO)a L2(07 1))

Démonstration. On décompose la démonstration en trois parties.
Etape I
Soient T'> 0 et f € L*((0,T), L*(0,1)), on montre dans un premier temps que le systéme

%v(x,t) - %v(m,t} + (d + vx(x)) %v(m,t) + f(x,t) = g(x,t), Vxel0,1],t€[0,T]
v(0,t) = v(1,t) =0, vt € (0,17,
v(z,0) = vo(x) € HE(0,1), Va € [0,1],

\ %v(w,()) = v (x) € L*(0,1), Va € [0,1],

(4.1.21)

v 0
est bien posé. Onpose V=1 9 |, Vo = <U0> et F'= < f>. Avec les notations qui
v g—

o’ '
précedent, on obtient

{ V(t) = (A* — D)V(t) + F(t), telo,T), (4.1.22)

V(0) = Vy € D(AT — D).

En prolongeant f par 0 pour ¢t > T, on obtient f € L%*((0,00),L?(0,1)). Ainsi, F' €
L%OC

tion V' a (4.1.22) vérifiant

((0,00), X) et en suivant la Section 1 du Chapitre 4 de [35], il existe alors une solu-

Vv ecC(0,T),X)n L, (0,T),DA" — D)), VvV, e DAY - D).
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Par injection de Sobolev, on a H}(0,1) C C([0,1]) et on obtient que v € C([0,T] x [0, 1]) et
donc v* € C([0,T] x [0,1]).

Etape IT
Notons S l'opérateur qui & f associe v° ou v est la solution de (4.1.21). D’aprés la premiére
étape, S est défini de L2((0,7T), L?(0,1)) dans C([0,T] x [0,1]) < L*((0,T), L*(0,1)). Nous

allons montrer que pour tout K > 0, il existe un 7" > 0 tel que .S soit une contraction stricte

3

sur

Bry ={f € L*((0,T), L*(0, 1)) | [ fll2(z2) < K7}
En multipliant (4.1.22) par V', on obtient pour tout ¢t € [0, T

1d

57 IV = =2ICV@IF = 1DV + (F(#), V(#)

< % (IEOI + VO = IV @I = 1DV ()]*.

t il vient

En multipliant 'inégalité par e~
d _ _
Z (IVOPPe™) < IF@IPe™, Viel0,T].
En intégrant de 0 a ¢, cette inégalité devient
VIR < & (1 + V0l?), Vi ,T)
Et par définition de V', F et C'

o3 < ¢ (lg = fl3ags + Il +llili), ¥te 7]

L’injection continue H'(0,1) < C([0, 1]) implique I'existence d’une constante M > 0 telle
que
loliZ < Me” (llglEaqza) + 132z + Mool + ol ) (4.1.23)

ol || - ||eo désigne la norme dans L>. On a
T
||S(f)||%2(L2) = ||U3||%2(L2) :/ / |03 (2, t)|*dwdt.
o Jo
Mais par (4.1.23)

T 1
/“/|ﬁ@wﬁmwSTM%” 10120z, + L1220 +llonllZ -+ [lea 2
0 Jo ~——

<K?
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Donc pour T > 0 suffisamment petit
IS(N)I722) < K.
Autrement dit S(Br k) C Brk.

Soient fi et fo € L*((0,7T),L*(0,1)), on note respectivement v; et vy les solutions de

(4.1.21). Une démarche similaire permet d’obtenir
lor — a5 < TMe"|[ fr = follToray,s (4.1.24)

Comme

o =il < 1o +vrvs + vl oy — vl
en utilisant (4.1.23) et (4.1.24), on obtient
lof = w2 < 3026 (IlglZaus) + ool + lloali3s + K2) 1 = fallfeqes,
Ainsi
ISCf2) = SU) iz, < 3M2Te (llgl3aquay + loolld + orliZe + K2) Ly = follfaqua)

Donc S est une contraction stricte de By g pour T > 0 suffisamment petit.

Etape ITI
Le Théoréme du point fixe de Banach (voir par exemple [17]) implique Iexistence d’une
solution locale v & (4.1.20) sur un intervalle de temps [0, Timax) pour un certain Tmax > 0.

Cette solution vérifie
v € C([0, Tmax), Hy(0,1)) N C*([0, Tmax), L*(0,1)).

0
Une analyse de I'énergie (en multipliant (4.1.20) par —v) nous donne

ot

1d (11d | d | d |
_ —ul(t t 21 —u(t d||-;v(t
2 dt {Hdtv() o T I@lE }+7"thv< Nt Hdtv() 2

1d d

# IOl = (o0, o). ¥ 0E 0 T,
L’inégalité de Young
1 2 1 2
{a,b) < 5 ellallzz + g”bHLQ : Ve >0,
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nous donne aprés intégration de 0 a ¢

2

d 1
o]+ 1o < ok + ol + Gl
L2
1 t d 2 d 2
=Sl [ 2 xipe)| +a o) as
1 t
3 [ Nglads, Ve 0. T, (4025
0

Tmax ¢tant donné par le temps minimal d’explosion des solutions, 'inégalité précédente

nous montre que la solution est globale. |

La Proposition 4.1.10 que nous venons de voir permet de montrer que les systémes
(4.1.15) et (4.1.17) que I'on considére sont bien posés. En effet, il suffit de prendre v =0 et
g = 0 pour le systéme initial et v > 0 et g = yyw pour 'observateur. Il faut encore montrer
que I'hypothése (4.1.11) du Théoréme 4.1.8 est vérifice. Autrement dit, que les solutions w

et wT de (4.1.15) et (4.1.17) respectivement, vivent dans une boule en temps long.

C’est a cette étape que la dissipation d intervenant dans notre exemple va jouer. En effet,
I'estimation d’énergie (4.1.25) nous dit en particulier que si I'on veut que w™ reste dans une

boule en norme X, il suffit que la mesure y = yw soit L*([0, o), L*([0,1])).

Proposition 4.1.11. Sous les hypothéses de la Proposition 4.1.10, siy =0, g=0 etd > 0,
alors il existe deux constantes M > 0 et 6 > 0 telles que la solution v du systéme (4.1.20)

veérifie
2

£

+Ho®)F < Me™™, Vt>0.
L2

Démonstration. Nous suivons la démonstration du Théoréme 8.4.5 de Cazenave et Haraux

[1%], que nous réécrivons sous la forme simplifiée correspondant a notre exemple.

Soit € > 0, on définit

2

)= oo

IO + 5Ol + (o0, Fo0).

L

Soit ¢ € (0,¢), on calcule facilement que

2

— (e = O)lv®lin

L2

)+ 650 = ~(d == 8)| Goto
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Notons k > 0 la constante de Poincaré dans
[vl|Z2 < Kllvllm,, Vv e Hy(0,1), (4.1.26)

alors on a

2

— k(e =)o)l

! —e(d—6) <v(t), %v(t)> — (s — g) [o(®)I74-

1
< 4.1.2
ab 2& + 90 —?, ( 7)

PO+ 370 < ~(1= 2= ) | o)

De T'inégalité de Young

2e(d — 6)
d

on déduit en prenant ¢ = que

2

el 8) (o(0) 4o(0) ) < Pl + § | oo

LZ
et donc

2

Fo+ar) < - (3a-c—s) H%v(t)

L2

4]
- (ke = 9) = )13 ~ (== 5 ) ool
Donc si € > 0 est suffisamment petit, on obtient que
() < e f(0), Vit >0. (4.1.28)

Enfin, I'inégalité de Young (4.1.27) avec ¢ = 2¢ et I'inégalité (4.1.26) nous donne

) Vit=>0,
2

3

(o001, 00| < Kool + | ot

et donc
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Ainsi pour € > 0 suffisamment petit, il existe une constante m > 0 telle que

ﬂwzm@%ww

2
+ ||v(t)\|§,1> : Vit>0.
Finalement, & 'aide de (4.1.28), on obtient

+ ()l <

—f(o)e_&, Vi>0.
m

2
L2

o

On utilise cette Proposition 4.1.11 et I'estimation d’énergie (4.1.25) pour montrer que
I'hypothése (4.1.11) est bien vérifiee. Autrement dit, les solutions z et 2zt des systémes
abstraits (4.1.18) et (4.1.19) restent dans la boule B(0, R) de rayon R donné par

1 1
R = [lwf{|7e + lwg 172 + §H@UBL||4L4 + EHZH%%[O,OO),X)-

On notera ¢ > 0 la constante de Lipschitz de la non-linéarité sur cette boule.

Théoréme 4.1.12. Si les données initiales wy, wy, wy et wi sont suffisamment petites,
alors il existe deux constantes M > 0 et a > 0 telles que les solutions w et wh des systemes
(4.1.15) et (4.1.17) vérifient

2

LT [l () = w(®)[[Z:

FEMCEr0

< Me™ (||w;r —wi||3s + |lwg — w0||?{1) , Vit>0.

Démonstration. On reprend les notations du début de Section, que 'on rappelle ici

0 I

X = H}(0,1) x L*0,1), A=
3(0,1) x 12(0,1) (A .

> , D(A) = (H*(0,1) N Hy(0,1)) x Hy(0,1),

0 0
Y =L%0,1), C=(0 , AT=A-~C*C, D= :
(0.1) ( X) 7 (o d])

w wt
z=19 . 2t =1 9 E B=1, N(¢>:<03>.
aw aw 1/’ —¢

En utilisant ’identité

a® —b* = (a* + ab+ b*)(a — b),
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On obtient (avec k la constante de Poincaré apparaissant dans (4.1.26))
|N2z1 — Nzo|| < 3kR?|| 21 — 22, V 21,29 € B(0, R) N D(A).

Autrement dit, N est localement lipschitzien, de constante ¢ < 3kR? sur la boule B(0, R).
On souhaite maintenant appliquer le Théoréme 4.1.8 pour conclure. Il faut pour cela
vérifier I'hypothese (4.1.13), i.e. (car B = I)

¢ (4.1.29)

- w
M,/2
ol w et M, sont les constantes apparaissant dans

T 2| < Moe~!|z]], Ve X, t>0.

avec TT le Cy-groupe exponentiellement stable engendré par l'opérateur A — vC*C — D.

Clairement, I’hypothése (4.1.29) sera vérifiée si

w

M2’

w
R< , J——,
3kM, /2

ce qui revient & dire qu’il faut des données initiales suffisamment petites. [ |

3kR? <

c’est-a-dire si

Simulations numériques

On considére toujours le systéme (4.1.15), que l'on observe sur le premier dixiéme de
I'intervalle [0, 1] conduisant & la mesure (4.1.16). Nous effectuons quelques simulations nu-
mériques en utilisant H = —yC*, ot v > 0 est le coefficient de gain, conduisant a 1’obser-
vateur (4.1.17). Nous regardons en particulier I'influence de la dissipation (paramétre d) et

de la taille des données initiales.

Avec dissipation et petites données initiales

On considére (4.1.15), avec d = 0.15, wo(z) = 10~*(sin(272?) +sin(7z)) et w; = 0 sur l'in-
tervalle [0, 20]. On discrétise I'observateur par éléments finis en espace et un schéma d’Euler
implicite en temps. Soit h = 0.005 le pas de discrétisation en espace, et At = 2.5 x 1075 le

pas de temps.

On prend dans un premier temps v = 1. La FIGURE 4.13 représente ’erreur d’approxima-
tion de I’état par I'observateur au cours du temps. Comme on peut s’en douter, augmenter la

valeur du gain permet d’optimiser I'efficacité de I'observateur (FIGURE 4.14). Nous prenons
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Erreur {gain = 1) en fonction du temps
100 T T T T T

anr
G0
mr
60

a0

en %

40

anr

enr

18 z0

T
Etat

— Chservateur [

Vitesse (gain = 1)

T
Etat
Observateur

FIGURE 4.13 — Erreur relative entre le systéme et son observateur

état du systeme et de 'observateur a l'instant 7" = 20, avec 7 = 1.

Erreur finale dans ¥ en fonction du gain

en %

ol 1 1

1 1 1 1
20 30 40 S50 B0 YO &0
gain

1 10

FIGURE 4.14 — Recherche
(v =1,10,20,---,150).

alors v = 90, et on obtient la FIGURE 4.15.
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Erreur {gain = 90y en fonction du temps

I L L I L L L L I
il z 4 B i 10 12 14 16 18 an

il Position (gain = 90) w10 Witesse (gain = 90)
T T T T T T T T T

T T
Etat Etat
— Ohservateur || L — Observataur ||

FIGURE 4.15 — Erreur relative entre le systéme et son observateur au cours du temps, puis
état du systéme et de 'observateur a 'instant 1" = 20, avec v = 90.

Sans dissipation et/ou avec de grandes données initiales

II semble que les résultats précédents soient encore valables sans dissipation (d = 0)
comme on peut le voir sur la FIGURE 4.16. On peut voir sur la FIGURE 4.17 qu’augmenter
la taille des données initiales (en supprimant le terme multiplicatif 10~%) est suffisant pour
perdre la convergence a l'instant 7" = 20. Comme nous l'avons déja vu, le gain joue un role
important dans l'algorithme que nous utilisons. Nous nous sommes alors demandé si l'on
pouvait améliorer les résultats de la FIGURE 4.17 en faisant varier ce parameétre, mais les
tests effectués n’ont rien donné. Evidemment, la situation est encore pire sans dissipation
(voire la FIGURE 4.18). Cependant, il semble que la convergence ait bien lieu pour de
grandes valeurs de T, confirmant la décroissance exponentielle (7" = 60 FIGURE 4.19 avec
de la dissipation, 7" = 400 FIGURE 4.20 sans dissipation).
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Erreur (gain = 30) en fonction du temps

n L L L L L L L L L
1} 2 4 [ g 10 1z 14 16 18 20
temps
« 104 Position {gain = 30) « 10'5 Vitesse (gain = 90)
2.5 T T T T T T T 2 T T T T T T T T T
Etat Etat
Observateur Observateur [|
2 b o
05 I L L L L I L L I 25 L L L L L L L L L
1} 01 0z 03 04 035 0.6 oz 0.8 04 1 0 0 0z 03 04 0.3 0.6 07 0.a 03 1

FIGURE 4.16 — Erreur relative entre le systéme et son observateur au cours du temps, puis
état du systeme et de 'observateur a l'instant T" = 20, avec v = 90, sans dissipation.
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en %

Erreur {gain = 30) en fonction du temps

Position (gain = 90y
0.z T T T

Etat

Ohbservateur ||

s L L L L L L

Vitesse (gain = 90)

Etat

Observateur [|

FIGURE 4.17 — Erreur relative entre le systéme et son observateur au cours du temps, puis
état du systeme et de 'observateur a 'instant 7" = 20, avec v = 90, avec de grandes données

initiales.
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100

anr

60

mr

60

en %

401

anr

anr

Erreur (gain = 30) en fonction du temps

s0r

Position {gain = 30)

z0

Etat

Observateur ||

FIGURE 4.18 — Erreur relative entre le systéme et son observateur
état du systeme et de ’observateur a 'instant 7' = 20, avec v = 90, avec de grandes données

initiales, sans dissipation.

Vitesse (gain = 90)

Etat

Ohservateur
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Erreur {gain = 30) en fonction du temps

100 T
0r
a0
or
B0
2
T s
=
40
aor
20
o0
5 1
a 10
Position {gain = 30 « 10'5 vitesse (gain = 90)
0 T T T T T 7 T T T T
Etat Etat
-0.001 Observateur || 5k Observateur ||
-0.002 - b
-0.003 1 5T 1
-0.004 F g
4+ 4
-0.005 - b
ar i
-0.006 - N
-0.007 1 s J
-0.008 - N
ir i
-0.008 - b
oo 1 I I 1 1 1 1 L L ) 1 1 1 1 I I 1 1 1
1} o1 oz 0.3 04 05 06 07 0 ] 1 1} o1 0z 03 04 05 0.6 oz od 04 1

FIGURE 4.19 — Erreur relative entre le systéme et son observateur au cours du temps, puis
état du systeme et de 'observateur a 'instant 7" = 60, avec v = 90, avec de grandes données
initiales, avec dissipation.
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Erreur (gain = 30) en fonction du temps

100 T T T T T T T
a0 9
g0 1
r 9
60 1
Pl
T osor B
&
40F 1
a0F 9
2o 9
1oF 9
a . . . . . .
1} 50 100 150 200 250 300 350 400
temps
Position {gain = 30) Vitesse (gain = 90)
i} T T T T i} T T T
Etat Etat
-0 f
-0.005 Observateur || Chservateur
-02r 9
001 b 0sk J
04 B
-0.0mar T
-0af 1
-n.0z2r T
-06[ 9
0025 B o 1
“0&f J
-0.03F T
-08r 9
0035 . . . . . . . . . E I I 1 1 1 1 I I 1
1} 01 0z 03 04 035 0.6 07 0a I} 1 1} 01 0.z 0.3 04 05 06 07 0.8 [IK:} 1

FIGURE 4.20 — Erreur relative entre le systéme et son observateur au cours du temps, puis
état du systéme et de l'observateur a l'instant 1" = 400, avec v = 90, avec de grandes
données initiales, sans dissipation.
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4.2 Sans observabilité exacte

Soient X et Y deux espace de Hilbert, A le générateur d’'un Cy-groupe unitaire S sur
X et C € L(X,Y) un opérateur d’observation. Nous nous intéressons encore une fois a la

reconstruction de la donnée initiale zy du systéme suivant

Z(t) = Az(t), Vit>0,
2(0) = 2 € X.

On suppose que nous avons accés a z au travers de 'opérateur C', durant un intervalle de

temps [0, 7], conduisant & la mesure
y(t) = Cz(t), Vitelo,r].

Nous avons vu dans le Chapitre 0 que lorsque (A, C') est exactement observable en temps
7 > 0, ce probléme inverse est bien posé. Sachant que les observateurs direct (0.2.4) et
rétrograde (0.2.7) sont bien définis, méme lorsque cette hypothése n’est pas vérifiée, nous

nous posons ici les questions suivantes :

1. Est-ce que I’algorithme du Chapitre 0 converge ?

2. Si oui, que reconstruit-il pour un opérateur d’observation C' € L(X,Y) et

un temps 7 > 0 donnés ?

A partir de maintenant, C' et 7 > 0 sont supposés fixés, et tels que (A, C) ne soit pas
exactement observable.
Rappelons les définitions des opérateurs entrée—état @, et état—sortie ¥, données au Cha-
pitre 0. L’opérateur entrée—état @, € L (L*([0,00),Y), X), est donné par

O u = / S:_,C*u(t)dt.
0
Remarquons que ®,u = w(7) ot w est solution de

W(t) = Aw(t) + Cu(t), V>0,
w(0) =0 € X,

L’opérateur état-sortie W, € L (X, L*([0,00),Y)), qui & zg € X associe la mesure corres-

pondante y, est donné par

CStZO, Vite [0, T],
0, Vi>r.

(Wrz0)(t) = {
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On définit également I'opérateur de retournement temporel R, € L (L*([0,0),Y)) par

u(T —t), Vitelo,T],
0, Vit>r,

(Rou)(t) = {

et l'opérateur de troncature P, € L (L*([0,00),Y)) par

u(t), Vielo,7],
0, Vi>r.

(Pru)(t) = {
On peut facilement montrer la Proposition suivante.

Proposition 4.2.1. On a les propriétés suivantes

« RI=TR,,
« RZ=7P,
¢ O, P =,
« PV, =,
o« OF =RV,
.« Ui=0R,,

e KerR, W, =KerV¥,,
e Imd R, =Imo,.

On en déduit facilement le Corollaire suivant.

Corollaire 4.2.2. On a la décomposition orthogonale X = Ker W, @ Im P.,..

Tout zy € X s’écrit donc de maniére unique sous la forme zg = 21 + 23. 21 € ImV,;

correspond alors a la partie observable de zy et 2o € Ker U.. a sa partie non observable.

Soient T le Cyp-semi-groupe engendré par A — vC*C, respectivement T~ engendré par

—A—~C*C, pour un certain v > 0. On définit deux systémes que nous appellerons pseudo-

observateurs (puisqu’ils correspondent aux observateurs classiques (0.2.4) et (0.2.7) dans le

cas ou l'on a observabilité exacte)

2H(t) = (A = C*C) 2, (t) +7C*y(1), Vitelo,],
27 (0) = 25 € X,
27 (0) = 2, (0), Vn>2,

{ () = (A+7C*C)znlt) — 7CHyY (1), vtelo,r],
2 (1) = 25 (1), Vn>1.
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L’erreur dans le sens direct e (t) = 2t (t) — z(t) vérifie

&y (1) = (A=~C"Clef (1), Vielo],
ef (0) =z — 20 € X,
ey (0) = €, (0), Vn>2,

et 'erreur dans le sens rétrograde e, (t) = z, (t) — z(t) vérifie

{ én(t) = (A+1C"Cep(t),  Vielor],
e, (1) =er (1), Vn>1.
Alors on a
5 (0) = (T TH)" et (0) (12.1)

Encore une fois, on a vu dans le Chapitre 0 que quand (A, C) est exactement observable
en temps 7, il existe une constante a € (0,1) telle que |le; (0)]| < a™|lef (0)|| — 0 quand
n — oo. Or ici, nous avons supposé qu’il n’y avait pas observabilité exacte. Dans ce cas, on

le Théoréme suivant, qui est le résultat principal de cette partie.

Théoréme 4.2.3. Reprenons les hypotheses, définitions et notations précédentes et notons

P la projection orthogonale sur Im ®,. Pour tout 2,25 € X, on a

1.
[(I=P) (2, (0) = 20) || = [T =P) (zg —=0)||,  Vn>1

2. La suite (||P (2, (0) — 20)||),>, est strictement décroissante et vérifie
|P (2, (0) = z)|| — 0, n — oc.

3. De plus, la décroissance est exponentielle, i.e. il existe une constante a € (0,1), indé-

pendante de zy et z§ , telle que
[P (s 0) - )l <0 [P (5 — ). ¥nz1

si et seulement si Im @ est fermé dans X .

utr nt di clojye nfirm ue l'intuition nous suggére : on r ruir
Autrement dit, ce Théoréme confirme ce que l'intuition nous suggére : on reconstruira
la partie de la donnée initiale qui contribue & la mesure, et on ne verra pas la partie non

observable.

Corollaire 4.2.4. Si A est anti-adjoint sur X, C' € L(X,Y) et (A,C) est approzimative-

ment observable en temps T > 0, i.e. Ker W, = {0}, alors pour tout zy,z5 € X, on a
|z, (0) — 2|]| — 0, n — oc.
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Théoréme 4.2.3 en remarquant que
In®, = (Ker )" = {0} = X.

Le Théoréme 4.2.3 nous permet de dire que la projection de 2 (0) sur Im @, converge bien
vers la projection de z. Cependant, il est difficile dans les exemples de caractériser Im @,
et donc la projection associée. Le Corollaire suivant nous assure que lorsque l'initialisation
zs de lalgorithme appartient & Im ®, (en prenant par exemple z; = 0), alors c’est le cas
pour toutes les reconstructions successives. Cela signifie que c’est alors directement z;, (0),

et non sa projection, qui converge vers la projection de z.

Corollaire 4.2.5. Sous les hypothéses du Théoreme 4.2.5, et si de plus zg € Im @, alors
on a

|2, (0) = Pzo|| — 0, n — oo.

De plus, la décroissance est exponentielle si et seulement si Im @, est fermé dans X.

Nous démontrerons ce Corollaire aprés la démonstration du Théoréme principal.

Nous aurons besoin de plusieurs résultats intermédiaires avant de pouvoir démontrer le
Théoréme 4.2.3.

Lemme 4.2.6. Pour tout z € X, on définit

CT; 2, Vitelo,T],
0, Vi>r.

(W7z)(t) = {
Alors il existe deuzx constantes m, M > 0 telles que
MWzl 120 00),v) < H‘I’jZHLz([Om),y) < M Y-z 2 p0,00),v) - VzeX. (4.2.2)

Démonstration. Reprenons le début de la démonstration de la Proposition 0.2.4.
Soit zg € D(A) et t > 0. On pose z(t) = S;zo et v(t) = T, 2. La différence w = z — v
vérifie
w(t) = Aw(t) — yC*Co(t), Vit>0,
{ w(0) = 0.

La formule de Duhamel (0.1.6) nous donne alors

¢
w(t) = —7/ Si—sC*Cv(s)ds.
0
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Ceci implique facilement

sup [u(®)] <7 [ C"Colo)lat,
0

tel0,7]

et on montre donc que

[ icw®igar < ricyt [ iens ol
D’ou, puisque C'z = Cv — Cw
[ ieslar < 2+ 2ricr [ jonizlg
ou autrement dit

||\IJ7_Z||L2([O,OO),Y) <2(1+7%7(C)%) quszH([O,oo)y) :

En inversant les roles de A et de AT, i.e. avec z(t) = T} 29 et v(t) = S;20, on obtient que la

différence w = z — v vérifie

g
—~

~
S—

Il

' Atw(t) +~C*Cu(t), Vit>0,
w(0) =0

La formule de Duhamel (0.1.6) nous donne alors

t
w(t) = fy/ T, .C*Cu(s)ds,
0

et en se souvenant que TT est un Cyp-semi-groupe de contraction, on peut refaire exactement

les mémes calculs que précédemment et obtenir que

197 2] 20,0010y < 20+ P TICID) 1972 2 10,009, -

1
2(1+7%7(ICf*)

D’ou le résultat en posant m = et M =2(1+~%7|C|*). |

Proposition 4.2.7. Les sous-espaces Im ®,. et Ker W, sont stables par T TT, i.e.

T 7

T, T (Im®;) C Im P, T T (Ker¥,) C Ker ¥,.

Cette Proposition garantit que la partie de la donnée initiale qui ne contribue pas a la
mesure ne parasite pas la reconstruction, et qu’a l'inverse, on ne perd aucune information

sur la partie qui contribue en itérant le procédé.
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Démonstration.

1. D’aprés le Théoréme 0.1.20, on a

T 20 =S;20 — 7/ S, _sC*CT} zyds, V2 € X,
0

T

T 2 =S_,z1 — ’y/ Ss—+C*CT; z1ds, Vz eX.
0
En substituant la premiére égalité dans la seconde en posant z; = T zp, on obtient
T, T 2 =20 — 7/ S_C*CT/ 2pds — 7/ Ss—rC*CT;S;zds
0 0

+ 72 / / Se_+C*COT; S, _C*CT} zdods, V2 € X.
0 0

Soit # € X = Ker ¥, & Im ®,., alors
(T, Tt 2,0) = (20,0) — 7/ (CT}2,CS* 0)ds — 7/ (CT, S;20,CS;_.0)ds
0 0
+ 72/ / (CT;S;_C*"CT/ 2, CS:_.0) dods.
o Jo

Puisque A* = —A, S} = S_; pour tout ¢. Si 6 € Ker ¥, les trois intégrales si dessus
sont nulles, et si de plus zy € Im @, = (Ker \IIT)L, le premier terme est également nul

et on a donc (T, Tz, 6) = 0 pour tout § € Ker ¥,.. On vient de montrer que

T, T, (Im®,) C Im®, = (Ker ¥,)".

2. On définit

(V=) (1) = { CTy 2, Vitelo,7],
0, Vi>r,
et
V(1) = { CS_,z2, Vte o7,
0, Vi>r.

On montre que Ker U~ = Ker V_,. En effet, soit z € Ker ¥, par le Théoréme 0.1.20,

on a pour tout ¢ € [0, 7]

t
0=CT,;2=CS_;z — ’y/ CSs_:C* CT; zds.
0 \,—/

=0
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Alors Ker W~ C Ker U_.. De la méme maniére, soit z € Ker U_,, alors

t
0=CS_yz=CT; 2+ / OT, ,C* CS_,z ds,
0 N——

=0

et donc Ker - = KerV_..

Pour tout z, € Ker ¥, et tout § € Im @, on peut facilement calculer
<T;szo, «9> = — /T <OTS_S7-ZO, C’ST_59> ds.
0
Comme zy € Ker V., i.e. CS;z9 = 0 pour tout s € [0,7], on a
CS_sS;20 =CS;_520 = R,.CSsz9 = 0,

pour tout s € [0,7]. En d’autres termes, S;zy € KerW_, = Ker U~ ce qui implique

que C'T;S;2y = 0. Finalement
(T, TS z2,0) =0, V2o € KerW,, 0 € Im9,,

d’ou
T-T! (Ker¥,) C Ker ¥,.

Corollaire 4.2.8. Notons P la projection de X sur Im®,, alors on a

T, TP = PT; T}

Démonstration. Soit z € X, on a

T, Ttz =T, TiPz+T. T (I - P)z,

et donc

PT; T,z =PT.T;Pz+PT,T; (I - P)=.

Or d’aprés la Proposition 4.2.7, T, TPz € Im®, et T; TS (I — P)z € (Im @T)L = Ker ¥,

et donc

PT, T2 =T_T!P=.
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Nous utiliserons dans la suite la caractérisation suivante de la fermeture de 'image d’un
opérateur linéaire continu, que nous rappelons sans démonstration (voir par exemple Brézis
[16, Chapitre 2]).

Lemme 4.2.9. Un opérateur borné T € L(Z1, Zs), ot Z; et Zy sont des espaces de Hilbert,

a une image fermé si et seulement sl existe une constante k > 0 telle que
1T fIl = k(1 = P)fII, V[ € Z, (4.2.3)
ou P est la projection orthogonale sur KerT™.

Nous avons vu dans la Proposition 4.2.7 que l’algorithme préserve la décomposition
donnée par le Corollaire 4.2.2. On s’intéresse donc dans la Proposition suivante a ’opérateur
T T sur la composante de X ot l'on a des chances de reconstruction, i.e. celle qui conduit

4 des mesures non nulles : Im ®,.

Proposition 4.2.10. Notons L l'opérateur T T restreint au sous-espace stable V.= TIm ®,.

On a les propriétés suivantes :
1. L € L(V) est auto-adjoint,
2. L est défini positif,
3. || Lz|| < ||z]|, pour tout z € V '\ {0},

4. IL||lzevy < 1 si et seulement si Im @, est fermé dans X.

Démonstration.

1. D’apres la Proposition 4.2.7, LV C V', et donc L € L(V'). Remarquons maintenant que
(T7)* =T, puisque (A —~C*C)* = —A —~yC*C (A étant anti-adjoint). Le caractére
auto-adjoint de L découle immédiatement de celui de T T+ = (TF)*T .

2. Le fait que L soit borné inférieurement provient du fait que T est borné inférieu-
rement. En effet, c’est un Cy-groupe puisque son générateur est une perturbation
bornée du générateur d'un Cy-groupe, il est donc inversible en tout temps et il existe

une constante m., > 0 telle que
(Lz,2) = |ITf2|* = m7|l2*,  VzeV.

3. Soit z € X, on note v(t) = T} 2. Alors v est solution du systéme

Av(t) — yC*Cu(t), Vit>0,

—N—
SEEEST
N
°e =
I
N
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4.2. SANS OBSERVABILITE EXACTE

En multipliant cette équation par v(t) et en intégrant sur [0, 7], on obtient
T
1Tl = [e? - 2y [ IO,
0
On a donc

(Lz,2) = [T = 2] — 2y |7 VeeX,  (424)

2
ZHL2([o,oo),Y) y

Size V\{0} = (Ker¥,)"\{0}, ona ||\szl|i2([0,oo),Y) > 0. On obtient alors en itérant
(4.2.4) que

ILz))? = <L (L%z> ,L%z>,

2
— |Li2|? - 2y ||wi Lie

L2([0,00),Y)

2 1
= o1 = 20 {2 gy + 22
< el - 29 [[w

2
L2([0,oo),y)} ’

2
Z”L?([o,oo),yy

$
>0
< [lzII*.

. Remarquons que la propriété précédente implique en particulier que || L|| £y < 1. Plus

précisément, on a, puisque L est auto-adjoint

”LHE(V) = sup (LZ,Z>,
z€V, |lz]|=1
= sup {[P - 2 wEeP)
zeV, ||z]|=1
et donc
L =1—2y inf ||[¥Fz]? 425
ILllewy =1=2y__inf (W] (4.2

D’apreés I'inégalité (4.2.3) du Lemme 4.2.9, on sait que Im &, est fermé dans X si et
seulement si U, est borné inférieurement sur V. En d’autres termes, Im ®, # V si et
seulement si VilHlf” |, z|| = 0. Or, d’aprés (4.2.2) (Lemme 4.2.6), on a

zeV, ||z||=1

inf ||,z =0+ inf |[¥Fz]|=0
zeV,||z]|=1 zeV,||z||=1

et donc par (4.2.5)
Im®, #V «<— HLHL(V) =1.

Finalement, par contraposée, Im®, =V (: Im <I>T), i.e. est fermé dans X, si et seule-

ment si || L|| gy < 1.
|
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Nous sommes dorénavant en mesure de démontrer le Théoréme 4.2.3.

Démonstration du Théoreme /.2.5. Soient 2,z € X. D’apres le Corollaire 4.2.2, on peut
décomposer de maniére unique zg = Pzo+ (I — P) 29 et 2z = P2y + (I — P) z5. Nous allons
démontrer dans ’ordre les points 1, 3 et 2 du Théoréme.

Avec les notations de la Proposition 4.2.10, la Proposition 4.2.7 nous assure que ’erreur

(4.2.1) peut se réécrire pour tout n € N
(T, T)" (24 — 20) = L"P (2§ — 20) + (T TS)" (I = P) (2§ — 20) - (4.2.6)

C’est le premier terme de cette égalité qui nous intéresse.

1. On travaille d’abord sur le second terme de (4.2.6). D’apreés (4.2.4)
(T;Tz,2) = HszHQ = ||2]?, VzeKer?,,
et donc par la Proposition 4.2.7, on a pour tout z € Ker U,
I T, T 2> = <T;Ti (T;TH)* 2, (T, TH)* z> = | (T;T)? 212 = (T; T2, 2) = 2]

En itérant,

I(T-TH)" 2| = |22, ¥YneNzeKerd,.

Enfin, d’aprés le Corollaire 4.2.8, on a
(T;TH)" (I =P) (2§ —20) = I =P) (T, T})" (24 —20) = L = P) (2, (0) — ) ,
et la premiére affirmation du Théoréme est donc prouvée

1 =P) (2, (0) = 20) I = (I = P) (25 — =0) |I", VneNl,

3. Soit z € V =Im ®,, d’aprés la quatriéme affirmation de la Proposition 4.2.10, Im &, =
Im @ si et seulement si [|L|[ ;) < 1. Donc si Im @, est fermé dans X, on a pour tout
neN

[1L72]] < a”l=]), VzeV,

avec a = [|L| ;) < 1. Inversement, s’il existe une constante a € (0, 1) telle que pour
tout n € N
L7 < o]l Vzev,

alors |[L| gy < @ <1 (en prenant n = 1 dans la précédente relation), et la quatriéme
affirmation de la Proposition 4.2.10 nous dit a nouveau que Im @, est fermé dans X.

La derniére affirmation du Théoréme est donc démontrée.
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4.2. SANS OBSERVABILITE EXACTE

2. On suppose maintenant que Im @, n’est pas fermé dans X. On sait par la Proposition
4.2.10 que L est auto-adjoint défini positif, et donc L™ I'est aussi pour tout n € N. En
particulier, pour tout n € N, ||L"[|zv) = || L[| = 1. En itérant n € N fois (4.2.4),

on obtient
n 2
L'z, 2) = ||z||> — 2v H\Ilek%lz‘ : VzeV,
(52 = 1P - 213 -
et donc L™ < L™ puisque
n n n 2
(L"z, z) — <L +lz,z> = 27 H\IIjLQ ZHLQ([ODO),Y) > 0, VzelV.

En particulier, ceci démontre que la suite (||L"z|), oy est strictement décroissante,
pour tout z € V. En effet, [|L"z||* = (L?"z,2) > (L2002, 2) = || L'+ 2|,

Il reste & montrer que pour tout z € V, (||L"z]]), oy admet 0 pour limite. Nous avons
une suite décroissante d’opérateurs bornés auto-adjoints positifs sur ’espace de Hilbert
V. Le Lemme 12.3.2 de [88] nous dit alors que cette suite converge dans £(V') vers un

opérateur auto-adjoint positif L., € L(V) tel que

lim L"z = Lz, VzeV,

n—oo

et vérifiant L., < L™ pour tout n € N. On montre que pour tout z;,2, € V

<Lg021, 22> = <L0021, Looz2> )
= lim lim (L"z,L™z),

Lner

= lim lim < 21,22>,

- <L00217 ZQ> .
Donc L2, = L. De plus, on a pour tout z € V'\ {0}

1Loo2l|* = (L2, 2) = (Looz, 2) < (L2, 2) = || L2|* < |||

Supposons que Im L., # {0}, alors il existe un z € V tel que L,z # 0 et par ce qui
précéde
| Loozll = [ L32]l < | Looz]l,

ce qui est absurde, donc Im L., = {0}, ou autrement dit L., = 0. Ceci démontre que

lim L"Pz =0, VzeX.

n—oo
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Le Corollaire 4.2.8 permet de conclure, en réécrivant

L"Pz=PL"2 =P (2,(0) — z) — 0, VzeX.

n—oo

Démonstration du Corollaire 4.2.5.

On utilise la formule de Duhamel (0.1.6) pour écrire z; (0). On a pour tout 29,25 € X

7 (1) =Trzf + 7/ T .C*CS,zyds,
0

et
27 (0) =T 2 (1) + 7/ T _C*CS,_szods.
0

En substituant la premiére égalité dans la seconde, on obtient

2 (0) =T Trzf + 7/0 T T! ,C*CSszods + 7/0 T ,C*CS,_szods.

Pour tout z;,60 € X, on a
(5 (0),6) = (T-T? =5, 6) 47 / (CS,20,C (TZTE,) 6)++ / (CS,_u20,C (T2_.)" 6) ds.
0 0

On suppose maintenant que zj € Im @, et # € Ker ¥... On sait, d’aprés la Proposition 4.2.7,
que le premier terme du membre de droite est nul. Rappelons maintenant que (T;)" = T, on
a donc C' (T;s)* 0 = CT;_,0. Une conséquence du Lemme 4.2.6 est que Ker UF = Ker ¥,
et donc que CT_,0 = R,CT{0 = 0. Enfin, C (T;T/_,)" 0 = R,CT; T, et ce terme
sera donc nul si et seulement si T € Ker W=, Or on a vu que Ker U = Ker ¥_, dans la
démonstration de la Proposition 4.2.7, donc T/ 6 € Ker ¥ est équivalent a TS0 € Ker U_,,

i.e. CS_ T+ = 0. La formule de Duhamel (0.1.6) nous donne alors

CS_,Tr0= CS, .0 —v / CS,_ s ,C* CTT0ds,
——

0
=R,+CS:0=0 =0

ou l'on a utilisé encore une fois Ker U = Ker ¥, pour la seconde égalité. On a donc
(z1(0),0) =0, V2l €Im®,,0 € Ker ¥,

autrement dit, pour tout z; € Im®,, 2z, (0) € Im ®, par la décomposition orthogonale du
Corollaire 4.2.2. On peut alors itérer les cycles pseudo-observateurs direct et rétrograde et

obtenir que
zf €lm®, = (2,(0) € Im®,, VneN).
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On applique pour finir le Théoréme 4.2.3 avec z € Im @, et ce qui précéde pour obtenir
Hzn_(O) — PZOH = HP (z,:(()) — zo) H — 0, n— oo,

avec décroissance exponentielle si et seulement si Im @, est fermé dans X. [ |

4.3 Les ondes en domaine non-borné

On s’intéresse dans cette partie a la reconstruction de certaine données initiales de 1’équa-
tion des ondes dans R?, d = 1, 3, a support localisé¢ dans un ouvert borné Q. Plus précisément,

soient wy € HE(Q) et wy; € L*(Q), on consideére le systéme

(o2 d o2
= = = R, ¢t >
ath(x,t) ; 8xiw<x’t>’ VaeRYt>0,
w(z,0) = wy(x), Ve,
w(z,0) =0, VazeR\Q, (4.3.1)
%w(m,o) = w (), Ve,
%w(LO):O, V2 eR\ Q.

0
On suppose que 'on observe la vitesse de déplacement de l'onde aw(m,t) sur O x [0, 7],
vérifiant (O)

1. O=0, \60, ot Oy, O; sont deux ouverts de R¢ avec
o Oy C Oy,
e 00) C O,

2. 7 > diam (Q),

ou diam (£2) est la plus grande corde de €. On peut par exemple imaginer le cas de la
FIGURE 4.21.
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FIGURE 4.21 — Coupe dans le plan contenant la plus grande corde de 2 d’un exemple de
configuration en trois dimensions vérifiant (O).

On cherche alors a reconstruire (wg, wq) & partir de la connaissance de y(z,t) = %w(z, t)
sur O x [0, 7]. Ce type de probléme en domaine non-borné avec données initiales & support
localisé apparait par exemple en tomographie thermo-acoustique. Dans cette méthode de
reconstruction pour l'imagerie médicale, le support de wy correspond aux corps du patient,
et w; = 0 (voir par exemple le survey de Kuchment et Kunyansky [55]). Notre objectif
principal est de proposer 'algorithme itératif sans observabilité exacte de la Section 4.2

comme alternative a la reconstruction de wg. On supposera donc dorénavant que w; = 0.

Rappelons les formules explicites donnant la solution du systéme (4.3.1) dans le cas ot les
données initiales sont suffisamment réguliéres (on supposera dans la suite que les fonctions

sont C°(R%)). Pour d = 1, nous avons la formule bien connue de d’Alembert
1
w(x,t) = §(w0(x+t)+w0(x—t)), VeeRt>0. (4.3.2)

Pour d = 3, nous avons la formule de Poisson-Kirchhoff, dont on pourra retrouver une

démonstration dans Evans [30, p. 72 équation (21)]
9 3
w(x,t) = En (tRwo(x)), VzeR’t>0, (4.3.3)
ou Rf(x,t) = f(z+tv)do(v) est opérateur de moyenne sphérique. En particulier, ces

[v]=1
formules permettent trés facilement d’obtenir que le support de la solution est, a tout temps

t >0, compris dans le dilaté ; = {y € R? | |z —y| < t,z € Q} de Q (principe de Huygens
[36, p. 80]). On peut donc, puisque l'on ne s’intéresse finalement a 1’équation (4.3.1) que
jusqu’a l'instant 7, ajouter une condition artificielle (par exemple de Dirichlet homogéne)
au bord de

Qv ={yeR ||z —y| <T+e,20Qe>0},
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et ainsi réécrire (4.3.1) sur Q.+ x [0, 7] avec condition de Dirichlet homogéne

(92 d 92
@w(x,t) = ; a—%%w(x,t), Ve tel0,r7]
w(z,t) =0, Ve d+tel0r],
B (4.3.4)
w(z,0) = wy(x), Ve,
w(x,0) =0, Vaoe+\Q,
\ %w(x,O) =0, Ve

Enfin, les formules (4.3.2) et (4.3.3) sur [0, 7] sont encore valables pour obtenir explicitement
les solutions de (4.3.4) (par unicité). Nous ferons donc souvent dans la suite un abus de
notation : nous noterons w la solution du probléme non-borné (4.3.1) ainsi que celle du
probléme (4.3.4) (puisqu’elles sont confondues sur [0, 7]).

En posant les définitions
a2
Ag=—A==)" 5 : D(Ag) = H*(Q+) N H)(Q+) = H = L*(Qr+),
k=1

et
Co=Xjp: H—=Y =H,

oll X|,, est la fonction caractéristique de O, on peut réécrire 'équation (4.3.4) sous la forme

(en omettant pour un moment les hypothéses émises sur les données initiales)

B(t) + Agw(t) =0, Ve,
w(0) = wy € D (AO) ,
w(0> =w € H.

Cependant, notre méthode étant écrite pour des systémes du premier ordre, on pose égale-

ment
2(t) = w(t)] , X=D (Aé) « H.
w(t)
0 I L
A= <—Ao o) . D(A)=D(4) x D (45).
CeL(X,Y), C= [0 Co],

pour obtenir

2(t) = Az(t), Vitelo,r],

2(0) = 2o € X,
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et
y(t) = Cz(t), Vitelo,r].

Il est clair que dans ce cas, A est anti-adjoint, C' borné, mais (A, C') n’est pas (toujours)
exactement observable en temps 7 (et n’a aucune raison de I’étre méme en temps supérieur).
En effet, il existe des configurations ot la condition d’optique géométrique de Bardos, Le-

beau et Rauch [8] ne sera pas vérifiée, comme sur la FIGURE 4.22.

FIGURE 4.22 — Coupe dans le plan contenant la plus grande corde de 2 d’un exemple
de configuration en trois dimensions d’espace, vérifiant (O), avec frontiére artificielle, sans
observabilité exacte. Le rayon bleu est piégé, il ne rencontrera jamais O.

On reprend les notations et notions de la Section 4.2, en particulier les opérateurs . et
U, définis respectivement par (0.1.8) et (0.1.9). Le Théoréme 4.2.3 (ou plus précisément le
Corollaire 4.2.5 lorsque la premiére estimation est la donnée identiquement nulle) nous dit

que 'algorithme itératif

2H(t) = (A = C*C)2,(t) +7C*y(1), Vtelo,T],
27(0)=0¢€ X, (4.3.5)
z+(0) = 2, (0), Vn>2,

{ () = (A+7C"C)zn(t) — 7CHyY(2), vtelo, ], (436)
2 (1) = 25 (1), Vn>1.
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reconstruira toutes les données 2z, € Im @, au sens ot
||z;(0) - ZQH — 0, n— oo.

Reprenons maintenant I'information sur le support des données initiales, que nous avions
omis quelques instants. Nous allons montrer que la classe de données considérées se trouvent

dans Im ®,.. Commencons par un résultat préliminaire.

Lemme 4.3.1. Supposons que wy € C®(R?) soit a support dans un ouvert borné Q € RY,
d=1,3, que wy =0 et que O x [0,7] vérifie (O). Alors une mesure nulle sur O x [0, 7]

implique que la solution w de (4.3.1) vérifie
w(z,t) =0, Ve o t>0.
Démonstration. On a supposé que
0
y(x,t) = X‘@(x)aw(x,t) =0, VaoeQ+tellr],

d’ot

O:/ty(a:,s)ds:w(:v,t)—wg(m), VzeO,telr]
0
Mais le support de wy étant dans €2, on obtient sur sa frontiére
w(x,t) =0, Vaedtelor]
Enfin, des équations (4.3.2) et (4.3.3), on montre facilement que

w(z,t) =0, Vaoeodt>rT.

4.3.1 En dimension un
Théoréme 4.3.2. Supposons que wy € Hy(Q+) soit a support dans un ouvert borné Q) € R,

et que O x [0, 7] vérifie (O). Alors (wp,0) € Im P, et

—» 0, n— oo,
L2 (Q 4)

- g _
||wn (0) - wOHHOI(QT-F) + Hawn (O)
0
ou les [ w, (0) ] =z (0) sont définis par (4.3.5)—(4.3.6).
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Démonstration. Si 'on montre que (wp,0) € Im ®,, le Corollaire 4.2.5 permet de conclure
puisque la premiére itération 2, (0) = 0 € Im ®,.

Supposons que wy € C§°(2,+), & support dans € (que 'on suppose connexe sans perte
de généralité), conduise a une mesure nulle, i.e. que (wp,0) € (C§°(Q,+) x {0}) N Ker V..

Alors la solution au probléme non-borné (4.3.1) correspondant vérifie (par le Lemme 4.3.1)
w(z,t) =0, Vaoeddt>DO0.
Autrement dit, d’aprés (4.3.2), on a

1
§(w0(x+t)+w0(x—t)):0, Vaoedt>0.

Comme nous sommes en dimension un, et que 'on a supposé 2 connexe, I = {xg,x;},
avec ro < x1, et ’hypothese sur le support nous dit que wy est nulle & gauche de =z
ainsi qu’a droite de xy. L’égalité précédente implique donc que wy est identiquement nulle
(puisqu’impaire en xg et ).

La décomposition orthogonale X = Ker ¥, @ Im ®, du Corollaire 4.2.2 nous affirme alors
que toute donnée initiale (wy, 0), avec wy € C°(2,+) & support dans  est dans Im @, Et
'on termine par densité de C§°(€2,+) dans Hy(Q,+). |

Nous testons numériquement ce résultat en reprenant le code développé sous Matlab dans
le Chapitre 2. On considére une corde de longueur infinie, dont le support de la position

initiale est dans l'intervalle [1,2] et la vitesse initiale est nulle. On observe la vitesse de

1
107

1, ce qui correspond & la longueur de l'intervalle contenant les support des données initiales.

déplacement de la corde sur [1,1+4 £5] U [2 2]. Le temps d’observation 7 est pris égal a

Ainsi, en prenant ,+ = [0, 3], on garantit les hypothéses (O) du Théoréme 4.3.2.

Position initiale Vitesse initiale

Exacte

Reconstruite s

Exacte

Reconstruite
Zone d'observation

- I L L I L L I
0 0.3 1 1.5 z z.3 3 0 0.5 1 13 Z z.3 3

FIGURE 4.23 — Position et vitesse initiale reconstruites, en domaine non borné, a la conver-
gence, avec 7 = 1, 7 = 15, sans bruit.

On peut apprécier sur la FIGURE 4.23 le peu de différences entre données exactes et
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données reconstruites.

b= 0.001, dt = 1e-05, gain = 15, bruit =0 %, T = 1
. .

a0

O Erreur X=H1xL2
40+

3ar 1

30 1

Erreur relative
ra
(4]
]
1

20 1

MNaombre d'itérations

FIGURE 4.24 — Erreur de reconstruction de donnée initiale réguliére en domaine non borné
1D, dans l'espace d’énergie, avec 7 = 1, 7 = 15, sans bruit.

Bien que I'on n’ait pas obtenu théoriquement de vitesse de convergence de I’algorithme,
il semble que I’on conserve une décroissance exponentielle de I’erreur de reconstruction, dans

ce cas, comme on le voit sur la FIGURE 4.24.

4.3.2 En dimension trois

Théoréme 4.3.3. Supposons que wy € H(Q,+) soit a support dans un ouvert borné Q € R3,
et que O x [0, 7] vérifie (O). Alors (wy,0) € Im P, et

_ 0 _
||wn (0) — wOHH&(QTH + Hawn (0) — 0, n— oo,

L2(Q,+)

ou les [;U;(U) ] =z (0) sont définis par (4.3.5)—(4.3.6).
5t Wn (O)

Démonstration. La démonstration est sensiblement la méme que pour le Théoréme 4.3.2.

La seule différence réside dans I'implication
w(z,t) =0, Vredt>0 — wy=0. (4.3.7)
D’aprés la formule de Poisson-Kirchhoff (4.3.3), on montre facilement que
w(z,t) =0, VYredQ,t>0 = Rw(x)(t)=0, VredQt>D0.

On applique alors le Corollaire 2 de [55] pour démontrer (4.3.7). |
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Nous testons ce Théoréme en reprenant le code Gmsh/GetDP utilisé au Chapitre 2. On

considére 1’équation des ondes en domaine non-borné, dont le support de la position initiale

est dans la boule centrée en 0, de rayon %, notée Bg(%), et la vitesse initiale est nulle. On

observe la vitesse de déplacement de 'onde sur la couronne O = By(3) \ Bo(Z). Le temps
d’observation 7 est pris égal a 1, ce qui est supérieur a la plus grande corde de toutes les
surfaces fermées contenues dans 'ouvert d’observation O. Ainsi, en prenant ).+ = BO(%),
on garantit les hypothéses (O) du Théoréme 4.3.3.

h = mixte 0.025--0.05, dt = 0.01, gain =15, bruit=0%,T =1

nr T

2 Erreur X=H1xLZ
60 |

S0 o 4

I
=
1

Erreur relative
s}

30 o] B

20 1

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

MNombre o'itérations

FIGURE 4.25 — Erreur de reconstruction de donnée initiale réguliére en domaine non borné
3D, dans l'espace d’énergie, avec 7 = 1, v = 15, sans bruit.

La FIGURE 4.25 illustre bien la décroissance de l'erreur dans l’espace d’énergie, et bien
que nous n’ayons pas réussi a démontrer d’ordre de convergence pour l'algorithme dans ce
cas, il semblerait que la décroissance exponentielle soit conservée pour les données initiales
considérées. Le peu d’itérations effectuées (ces résultats ont pris plus de cinquante heures
sur les serveurs de calcul du laboratoire) peut cependant étre trompeur pour s’autoriser a
conjecturer un tel résultat.

On peut juger sur la FIGURE 4.26 de la qualité de la reconstruction obtenue, malgré les

20% d’erreur relative, aprés 5 itérations.

Nous n’affichons pas la reconstruction de la vitesse initiale, dont nous savons a priori
qu’elle est nulle. Le méme phénomeéne que dans le cas exactement observable FIGURE 2.26,
di a la faible discrétisation temporelle, apparait, et les images obtenues ne sont donc pas

trés parlantes.

180



4.3. LES ONDES EN DOMAINE NON-BORNE

z

x v
FIGURE 4.26 — Projections dans les plans XY, YZ et XZ de la position initiale (& gauche)
et de la reconstruction (& droite) obtenue aprés 5 itérations. Nous n’avons affiché que les
données de valeur absolue supérieure a 1, et une couronne fictive pour situer la zone d’ob-

servation utilisée. L’échelle des couleurs est identique pour la donnée exacte et la donnée
reconstruite.
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Conclusion

En conclusion,

e Nous avons réussi & montrer, dans les Chapitres 1 et 2, que 'utilisation de ’algorithme
de reconstruction de données initiales est pertinente, dans le sens ot I'approximation
numérique de cette méthode converge. Plus précisément, nous avons obtenu les Corol-
laires 1.2.2, 1.3.2, 2.2.2 et 2.3.2.

e Dans le Chapitre 3, nous avons montré que les équations de Maxwell, avec observation
interne (Théoréme 3.2.2) ou frontiére (Théoreme 3.2.5), vérifient encore les hypothéses
d’application de I’algorithme. Nous avons ensuite appliqué ces résultats pour 'identi-
fication de certains termes source, dans les Théorémes 3.3.1 et 3.3.2.

e Dans le Chapitre 4, nous nous sommes intéressés a la construction d’observateurs dans
le cas de systémes perturbés. Nous avons réussi & montrer que de petites perturbations
linéaires bornées n’entravaient pas le bon fonctionnement de ’algorithme de recons-
truction dans le Théoréeme 4.1.5. Lorsque la perturbation est seulement localement
lipschitzienne, nous ne sommes pas parvenus a construire d’observateur rétrograde, et
a fortiori, & appliquer 'algorithme de reconstruction. Nous avons cependant construit
un observateur direct (Théoréme 4.1.8), qui nécessite malgré tout de petites données
initiales. Nous nous sommes ensuite intéressés a 1'utilisation des observateurs dans le
cas ou le probléme inverse que constitue la reconstruction de la donnée initiale n’est
pas bien posé. Nous avons prouvé que la méthode des observateurs a toujours un sens
et permet de reconstruire une certaine classe de données initiales “observables” (voir le
Théoréme 4.2.3 et le Corollaire 4.2.5). Nous avons finalement utilisé ces résultats pour
la reconstruction de données initiales dans le cas de la tomographie thermo-acoustique.

Nous avons en particulier démontré les Théorémes 4.3.2 et 4.3.3.
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Perspectives

Pour aller plus loin, les quelques pistes suivantes sont a prendre en compte

Nous souhaiterions effectuer I’analyse numérique de l’algorithme appliqué aux équa-
tions de Schrédinger et des ondes, mais avec observation frontiére.

L’analyse numérique des algorithmes obtenus pour les équations de Maxwell reste a
faire, ainsi que des tests numériques plus poussés.

La robustesse aux perturbations linéaires bornées nous intéresse particuliérement, bien
que cela semble étre un probléme trés difficile.

Enfin, il serait intéressant de généraliser 1'utilisation de I'algorithme sans observabilité
exacte en considérant des opérateurs d’observation non-bornés, ce qui conduirait au
cas physiquement plus réaliste de 'observation sur une surface, et non sur un sous-
domaine de mesure non-nulle, dans le cadre de la tomographie thermo-acoustique (en

trois dimensions).
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Résumeé : Dans un grand nombre d’applications modernes, on est amené a estimer 1’état initial
(ou final) d’un systéme infini-dimensionnel (typiquement un systéme gouverné par une Equation
aux Dérivées Partielles (EDP) d’évolution) & partir de la connaissance partielle du systéme sur
un intervalle de temps limité. Un champ d’applications dans lequel apparait fréquemment ce type
de probléme d’identification est celui de la médecine. Ainsi, la détection de tumeurs par tomogra-
phie thermo-acoustique peut se ramener & des problémes de reconstruction de données initiales.
D’autres méthodes nécessitent l'identification d’un terme source, qui, sous certaines hypothéses,
peut également se réécrire sous la forme d’un probléme de reconstruction de données initiales.

On s’intéresse dans cette thése a la reconstruction de la donnée initiale d’un systéme d’évolution,
en travaillant autant que possible sur le systéme infini-dimensionnel, a I'aide du nouvel algorithme
développé par Ramdani, Tucsnak et Weiss (Automatica 2010).

Nous abordons en particulier I'analyse numérique de ’algorithme dans le cadre des équations de
Schrédinger et des ondes avec observation interne. Nous étudions les espaces fonctionnels adéquats
pour son utilisation dans les équations de Maxwell, avec observations interne et frontiére. Enfin, nous
tentons d’étendre le cadre d’application de cet algorithme lorsque le systéme initial est perturbé ou
que le probléme inverse n’est plus bien posé, avec application & la tomographie thermo-acoustique.

Summary : In a large class of modern applications, we have to estimate the initial (or
final) state of an infinite-dimensional system (typically a system governed by a Partial Differential
Equation) from its partial measurement over some finite time interval. This kind of identification
problems arises in medical imaging. For instance, the detection of sick cells (tumor) by thermo-
acoustic tomography can be viewed as an initial data reconstruction problem. Some other methods
need the identification of a source term, which can be rewritten, under some assumptions, under
the form of an initial data reconstruction problem.

In this thesis, we are dealing with the reconstruction of the initial state of a system of evolution,
working as much as possible on the infinite-dimensional system, using the new algorithm developed
by Ramdani, Tucsnak and Weiss (Automatica 2010).

We perform in particular the numerical analysis of the algorithm in the case of Schrédinger and
wave equations, with internal observation. We study the suitable functional spaces for its use in
Maxwell’s equations, with internal and boundary observation. In the last chapter, we try to extend
the framework of this algorithm when the initial system is perturbed or when the inverse problem
is ill-posed, with application to thermoacoustic tomography.
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